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Introduction 

Cet article est pour but d' examiner comment on peut generaliser la correspondance de Howe (qui est deja 
prouvee pour un corps p-adique F sauf si sa caracteristique residuelle vaut 2 ) aux groupes des similitudes. 

Certains aspects de la correspondance de Howe, pour des groupes des similitudes, ont deja ete etudies. Nous 
rappelons quelques resultats pour un corps global. En 1972, Shimizu.H a etudie les groupes (GL2,D X ) [cf. [Sh]] 
et son resultat permet de realiser la correspondance de Jacquet-Langlands en utilisant la correspondance de Howe. 
Puis, Waldspurger a determine completement la correspondance de Howe pour les groupes (SL2, PGLijicf. [Wal]]. 
Pour des resultats du meme genre, nous renvoyons le lecteur a F article de I.I.Piateski-Shapiro [cf. [PS] ] qui traite 
les groupes (S L 2 ,PGS P4), a Particle de M.Harris et S.Kudla [cf. [HK]] pour les groupes (GS p 2 , GO4), ou bien 
aux autres articles de la bibliographie. 

Cependant, notre article sera consacre a une etude analogue sur un corps p-adique. Dans la These de L.Barthel 
[cf. [Bar]], elle a construit le groupe metaplectique GS p, et a defini la representation de Weil pour GS p. En 
particulier, elle aussi mis en evidence les difficultes a generaliser la correspondance de Howe aux groupes des 
similitudes. Une difficulte est que pour une paire reductive duale {H\,Hq) de GS p, leurs images reciproques 
(H\,Hi) dans GS p ne commutent pas en general. Ensuite dans [R], B.Roberts a generalise definitivement la 
correspondance de Howe pour les groupes (GS p, GO). Ses resultats doivent se demander que les representations 
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lisses irreductibles de GS p (resp. GO) se restreignent a S p (resp. O) sans multiplicite. Ensuite W.T.Gan et 
S.Tantono ont fait leurs formes interieures dans [GT], et ont aussi verifie que les conditions de multiplicite 1 
mentionnees ci-dessus ne etaient pas necessaires. Grace a une analyse attentive de leurs travaux, nous generalisons 
ces resultats a des paires plus nombreuses dans cet article. 

Cet article consiste en deux parties. Dans les sections §1 a §7, nous donnons les theoremes principaux pour les 
representations de graphe forte et de bigraphe forte. Dans les sections §8 a §14, en utilisant les resultats principaux 
enonces dans la premiere partie, nous generalisons la corre spondance de Howe aux groupes des similitudes. 

Dans cet article, nous utilisons librement les notions et notations de la theorie des representations lisses de 
groupes localement compacts totalement discontinus [cf. [BZ]]. Nous aussi citons librement les resultats de la 
represntation de Weil sur un corps p-adique [cf. [MVW] et [Kud]]. 

Remerciements. Ce travail s'est accompli sous la direction de Guy Henniart. Je tiens le remercier de m'avoir 
propose ce sujet, et pour ses remarques tres necessaires. Je remercie egalement Brooks Boberts et Colette Moeglin 
pour leurs encouragements. Je voudrais remercier aussi Atsushi Ichino pour ses remarques. 

1 . Le plus grand quotient du groupe 

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, (p, V) une representation lisse de G. Si (n, W) 
est une representation lisse irreductible de G, on note V n le plus grand quotient 7r-isotypique de V. 

Posant 

V[tt] = n/ker(/) ou/parcourt Hom G (V, W), 

on a 

V n = V/V[n]. 

II satisfait a la propriete universelle suivante : 

1' application de quotient V — > V n induit une isomorphisme 

Hom G (V, W) = Hom c (V„, W) 

et 

Hom G (V, W) — si et seulement si V n = 0. 

Dans le cas particulier oil n — 1 G , V„ n'est pas autre que l'espace V G des coinvariants de G dans V, c'est-a-dire 
que le quotient de V par le sous-espace V[G] = V[1 G ] engendre par les elements p(g)v - v pour v parcourant V et 
g parcourant G. 

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, (p, V) une representation lisse de G. On notera 

Kc(p) = {* 6 WG)\HoatG(p,70 * 0} 
Proposition 1.1. Supposons que (p, V) est une representation de type fini. Alors (p, V) = si et seulement si 

Demonstration. Ceci decoule de [[BZ], Page 16, Lemma]. □ 

Proposition 1.2. Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, H un sous-groupe ferme de G. 

(1) Si H est aussi un sous-groupe ouvert de G et que n est une representation lisse de type fini de H, alors 
c-Ind^ n est une representation lisse de type fini de G. 

(2) Si G/H est compact et que {n, V) est une representation lisse de type fini de G, alors Res^ n est une repre- 
sentation lisse de type fini de H. 
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Demonstration. (1) Comme H est un sous-groupe ouvert de G, Finduite compacte c-Ind^ n s'indentifie a Finduite 
ordinaire C[G] ®c[H] it ; le resultat est alors clair. 

(2) Soient {vi, • • • , v„} un ensemble de vecteurs engendrant V comme representation de G et K un sous-groupe 
ouvert de G, tels que 

e K ★ Vj = Vj pour chaque i. 

L' image de K dans H\G est ouverte ; Comme //\G est compact, il existe des elements en nombre fini, g\, • ■ ■ , g m e 
G, tels que G soit F union des HgjK pour ;' = 1 , • • • , m. II en resulte que Res^ 7r est engendre par les elements n(gi)Vj 
pour i = 1 , • • • ,m,j= 1 , • • • , « comme //-module. □ 

Soit p une representation lisse du groupe localement compact totalement discontinu G, on definit une application 
mdp, -) sur Irr(G) de la facon suivante : 

mc(p, n) = le cardinal de la dimension de Hom c (p, n) pour n e Irr(G). 

Ainsi 'Rg(p) est le support de cette application. 

Definition 1.3. (1) Si m c (p,n) est fini pour tout n e Irr(G), on dit que p est une representation de quotient 
admissible. 

(2) Si m G (p,n) est egal a ou 1 pour tout n e Irr(G), on dit que p est une representation de quotient sans 
multiplicite . 

(3) Si p est une representation de quotient admissible et que le support de V application mc(p, — ) est un seul 
element n, on dit que p est une representation de quotient de Langlands et que n est le quotient de Langlands 
de p. 

Proposition 1.4. Soit (p, V) une representation lisse de type fini du groupe localement compact totalement dis- 
continu G. Supposons que toute representation irreductible de G est admissible. Alors p est une representation de 
quotient admissible. 

Demonstration. Supposons que V est engendre par les elements v\, ■ ■ ■ ,v„ comme G-module. Prenons un element 
(tt, W) de Irr(G). Soit / un element de Hom c (V, W), on a 

n m n m 

i=l 7=1 (=1 ;=1 

C'est-a-dire que l'application sera determinee par ses valeurs en points v\, • ■ ■ ,v n . Soit K un groupe ouvert fixant 
tous elements v\, . . . , v„ ; alors /(v ; ) est un element de W K pour tout i et par hypothese, la dimension de W K est 
finie. Done 

dimHom c (V, W) < n dim W K < oo. 

□ 

2. LA REPRESENTATION DE QUOTIENT ADMISSIBLE 

Dans cette sous-section, on suppose que G est un groupe reductif /5-adique et que P est un sous-groupe 
parabolique de G, et que P = MN est une decomposition de Levi. 

On rappel deux functeurs non normalises : 

Ind£ : Rep(M) — > Rep(G) le foncteur d' induction parabolique, 
Jn : Rep(G) — > Rep(M) le foncteur de Jacquet. 
Theoreme 2.1. Les foncteurs (Indp, J N ) preservent la classe des representations lisses de type fini. 
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Demonstration. (1) Soit (n, V) une representation lisse de type fini du groupe G, comme G/P est compact, Par la 
Proposition 1 .2 (2), Res^ n est aussi de type fini. Soit l'espace V qui est engendre par les elements vi, • • • , V«, fixes 
par un sous-groupe ouvert compact K de P. L'espace de J^in) est l'espace des coinvariants de N dans V ; II est de 
type fini comme representation de P, mais N agit trivialement done il est de type fini comme representation de M. 
(2) C'est un resultat difficile de Bernstein (voir [[Rena], Page 215, Theoreme]). □ 

Lemme 2.2. Soient (tt, V) une representation lisse de quotient admissible de G et (p, W) une representation lisse 
de longueur finie de G. Alors 

dime Hom G (7r,p) est finie . 

Demonstration. Si 

= Wo g Wi S ■ ■ ■ S W s = W 
est une filtration de W par des sous G-modules telle que Wi/Wt-i est une representation irreductible de G pour 
i = 1 , • ■ • ,s. On a une suite exacte 

1 — -> W s -i — -> W W/W s -i 1. 
Comme le foncteur Homc( V, — ) est exact a gauche, on obtient 

1 — > Hom G (y, W s -i) Hom c (V, W) Hom G (V, W/W s -i). 

Cela implique que 

dim c Hom G (V, W) < dim c Hom c (V, W s -i) + dim c Hom G (V, W/W s -\). 
Par recurrence sur s, on trouve 

s 

dime Hom G (V, W) < ^ dime Hom G (V, < oo par hypothese. 

i=l 

□ 

Lemme 2.3. So/? (7T, V) une representation lisse du groupe N ; alors V application canonique 
est injective. 

Demonstration. Soit Pn(v) = pour quelque v de V N . Par definition, on a v e V[W]. Comme est une union des 
sous-groupes ouverts compacts de lui-meme, on a 

V[N] = Uk V[K] oil K parcourt les sous-groupes ouverts compacts de N. 

II existe un groupe ouvert compact K v de tel que 

n 

v e V[K V ] i.e v = ^ n{ki)Vi - Vj pour quelques v,- e V, fe, e K v . 

i=l 

Choisissons un sous-groupe ouvert compact K de G qui contient chacun des k,. Alors v = ^(e^v = 
7r(*)(2:r = i^)Vi-v i ) = 0. □ 

Rappelons le theoreme de Howe et celui de Jacquet et Harish-Chandra [cf. [BZ]. p. 37 et [B3] Theorem ]. 

Theoreme 2.4 (Howe). Soit (n, V) une representation lisse de G ; alors (n, V) est de longueur finie ssi elle est de 
type fini et admissible. 

Theoreme 2.5 (Harish-Chandra, Jacquet). Toute representation lisse irreductible du groupe G est admissible. 
Corollaire 2.6. Le foncteur de Jacquet preserve les representations de longueur finie. 

Demonstration. C'est une consequence du theoreme de Howe, du Theoreme 2.1 et du Theoreme 2.5. □ 
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Lemme 2.7. Soient (n, V) une representation lisse de quotient admissible du groupe M, (p, W) une representation 
irreductible du groupe G. Alors 

dime Hoiri/>( V, W) < oo. 

Demonstration. Supposons T e Homp(V, W). On a T(v) = T(nv) = nT(v) pour n e N, v e V. Composant par 
l'application de W N dans Wn, qui est injective ( Lemme 2.3), on trouve 

Hom P (V, W) ^ Hom P (V, W N ) =* Hom M (V, W N ). 

Comme Wn est une representation du groupe M de longueur finie ( Corollaire 2.6), en utilisant le Lemme 2.2, on 
obtient le resultat. □ 

Proposition 2.8. Les foncteurs (Indp, J^) preservent la classe des representations lisses de quotient admissible. 

Demonstration, (i) Pour Indp : soient (n, V) une representation lisse de quotient admissible du groupe M et 
p e Irr(G). On note A P le fonction unimodulaire de P[cf. [BZ], Page 10]. Done on a Homc(Indp n, p) 
Homp(A p 1 7r, ReSp p), qui sont de dimension finie par le Lemme 2.7. 

(ii) Soient (n, V) une representation de quotient admissible du groupe G et (p, W) e Irr(M). Par la reciprocite de 
Frobenius, on a 

HomM(JN(n),p) - HoiricOr, Indp p). 

Comme G/P est compact, on sait que Indp p est une representation lisse du groupe G de longueur finie. Comme n 
est une representation de quotient admissible, d'apres le Lemme 2.2, on obtient 

dime Homc(7r, Indp p) < oo, 

ceci montre 1' assertion ! □ 



3. Les quotients pour le produit de deux groupes 

Soient G\,G2 deux groupes localement compacts totalement discontinus, (n, S) une representation lisse de 
G\ x G2- Rappelons les definitions des ensembles < Rg,xg 2 (S),'Rc i (S),'Rc 2 (S) dans §2. 

Lemme 3.1 (Waldspurger). Soient (jt\, Vi) une representation admissible irreductible de G\, (ji2, Vi) une repre- 
sentation lisse de G2, V un sous-espace G\ X G2-invariant de V\ <8> Vz. Alors il existe un sous-espace V' 2 de V% 
invariant par G2, tel que V — V\ ® V' 2 . 

Demonstration. Nous suivons la demonstration de [[MVW], Pages 45-46]. On note 

V' 2 = [v' 2 e V 2 | il existe + v\ £ V\ tel que vi ® v' 2 € V), 

qui est un C-espace G2-invariant. En effet, prenons v\ ®v' 2 , u\®u' 2 eV avec v\,u\ + 0. Comme V\ est irreductible, 
il existe / € < H(G\) tel que u\ - n\{f)v\. Soit K' 2 un sous-groupe ouvert compact de G2 fixant v' 2 et u' 2 , on a, pour 
a,/3eC, 

an\{f) ® 7t2(e K 0{v\ ® v 2 ) + fiu\ ®u' 2 -u\® (av' 2 + /3u' 2 ) e V. 

Ainsi av' 2 + /3u' 2 e V' T Evidement, V\ ® V' 2 est un sous-espace de V, et on veut montrer que e'est tout. Si V = 0, 
ceci termine la demonstration. Sinon, soit + v — £* =1 u t ® v,- e V avec + Ui 6 V\,Q + Vj e V^- On suppose 
u 1 , • • ■ , u„ e vf' pour quelque sous-groupe ouvert compact K\ de G \ . Comme V\ est admissible irreductible et on 
sait que vf' est un 'HiG, Zfi)-module irreductible de dimension finie. Done "H{G, K\) — > Endc(Vf ') est surjectif, 
et on peut trouver des elements e\, • • ■ ,e„ de "H(G, K\ ), tels que n\ (ei)Uj = Soit K2 un sous-groupe ouvert 

compact de G2, qui satisfait a ^(e^v, = v/ ; alors 7Ti(e,) ® ^2(eAr2) y - u i ® v i 6 K il en resulte que v,- e V 2 pour 
/ = 1 , • • • , n, enfin on trouve v € Vi ® VL □ 
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Lemme 3.2 (Waldspurger). Soient (n\, Vi) une representation admissible irreductible de G\, (n, V) une represen- 
tation lisse de G\ X G2. Supposons que 

n ker(/) = {0} 011 f parcourt Home, (V, Vi). 

Alors il existe une representation lisse (n' 2 , V£) de G2, unique a isomorphisme pres, telle que n soit isomorphe au 
produit tensoriel externe n\ <g> n' T 

Demonstration. Nous suivons la demonstration de [[MVW], Pages 45-46]. 

(1) L'unicite. Soient V - V\ ® V2 - V\ ® V 2 pour deux representations lisses (7T2, V2), (n' 2 , V 2 ) du groupe G2, on a 

v 2 - (Vi ® Vi) Cl ® v 2 - (Vi ® (Vi ® v 2 )) Gl - (v, ® (Vi ® v 2 )) C] - y 2 

comme representation de G2. 

(2) L' existence. 

(i) D'abord, nous avons 1' application bilineaire 

VxHom Gl (V,Vi) — * Vi; 
(v,f)^f(v). 

Comme n y Ker(/) = ou / parcourt Hom Gl (V, V{), on obtient un morphisme injectif : 

V -4 Hom c (Hom G| (V, Vi), Vi). 

Pour utiliser le resultat du Lemme 3.1 ci-dessus, on va montrer que son image est dans Homc(Homc, (V, Vi), C) ®c 
Vi. 

(ii) Verifions cela. Prenons un element + v € V fixe par un sous-groupe ouvert compact K\ x K2 de G\ x G2. 
Supposons que K\ est suffisamment petit pour que Vf l + 0, qui est alors un H (G\, ^O-module irreductible de 
dimension finie. Choisissons une base vi , • • • , v„ de Vf 1 . Pour / e Hom Cl (V, Vi), on a 

n 

v*(f) = m = m Gl (e Kl )v) = e Kl */(v) = J]/*(v)Vi 

!=1 

pour quelques /](v) € C. On definit ainsi une application 

c* iHamcCV.Vi)— »C; 
/ >-» fi(y). 

On verifie que c* , est C-lineaire et on a alors v* = 2"=i c * v ® v,- e Homc(Homc, (V, Vi), C) ® Vi. 

(iii) Par hypothese, V! est admissible, done Hom G| (V, Vi) - Hom Gl (V ® Vi,C) - Hom Gl ((V ® Vi) Gl ,C) =s 
Homc((V®Vi) Cl ,C). On a 

V<^Homc(Homc((V®Vi) Gl ,C),Q® Vi * ((V® Vi) Gl )** ® Vi. 

II reste a montrer qu'en fait, 1' image est ( V® Vi)g, ® Vi . Prenons un element + v e V comme en (i) ; on definit de 
meme les applications c*„ • • ■ ,c* Y de ((V ® Vi) Gl )**. Soit {v*, ■ • • , v*} la base duale de {vi, • ■ ■ , v„) dans {V\) Kl . 
On a 

<v = </(v).vf> = (v®v* /) 

ouv®v* estl'image de v®v* par P application {V ® Vi) — ► ((V® Vi) Gl )**. Done nous avons montre que 1' image 
de l'application ★ est un sous-espace de (V ® Vi) Gl ® Vi. En utilisant le Lemme 3.1, on a V V2 ® Vi pour une 
representation lisse V2 de G2 ; par le raisonnement pour l'unicite, nous obtenons V2 ^ (V ® Vi)g, ■ □ 

Remarque 3.3. (1) Dans le lemme 3.1 ci-dessus, supposons que la representation (712, V2) de G2 est admis- 
sible. Alors la sous-representation (n' 2 , VO / 'est aussi. 
(2) Dans le lemme 3.2 ci-dessus, si (n, V) est une representation lisse admissible de G\ X G2, alors la represen- 
tation (n' 2 , V' 2 ) Vest aussi. 
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Demonstration, de (2) : nous suivons les demonstrations de la Proposition de [[BZ], Page 20 ]. Soient K, un sous- 
groupe ouvert compact de G, pour i = 1,2. On sait que V K ' xKl - (V\ ® V 2 ) K ' xKl = Vf 1 ® V' 2 Kl qui sont de dimension 
finie. Cela implique que Fespace Y 2 2 Test aussi ( car on peut choisir K\ pour que vf l + 0). □ 

Soient (tti, V\) une representation admissible irreductible de G\, et S m - S /S [n t ] le plus grand quotient Ky- 
isotypique. Par le Lemme 3.1, a isomorphisme pres, il existe une unique representation lisse (n' 2 , V' 2 ) de G2 telle 
que 

S„i - n-i ®n' 2 . 

De plus 

le plus grand quotient de V\ ® S m , sur lequel G agisse trivialement. 
Par passage au dual, d'apres le resultat du Lemme 3.1, on trouve 

n 2 * =s Hom Gl (Vi ® S„, , C) =* Hom Gl (S ni , Vi) =* Hom C] (S, Vi) =* Hom G , (Vi ® S, C). 

L'espace Hom Gl (S ,V\) est naturellement muni d'une action de G2, et les isomorphismes precedents sont G2- 
equivariants. Par passage a la partie lisse, on obtient 

n' 2 Hom Gl (S, VO 00 Homc^ ®S,C)°°. 

Nous donnons de plus un lemme pour expliquer pourquoi nous interessons au plus grand quotient 7r r isotypique. 

Lemme 3.4. Soient G\,G2 deux groupes localement compacts totalement discontinus, (n,S) une representation 
lisse de G\ X G2, (tti, V\)(resp. (712, V2)) une representation admissible irreductible de G\ ( resp. G2,). On note par 
S m le plus grand quotient n\-isotypique de n et soit S m 7t\ ® n' 2 , alors 

(1) Hom GlXG2 (S, Vi ® V 2 ) - Hom GlXG2 (5„, V x ® V 2 ), 

(2) Homo^,^) - HomG lX G 2 (?ri ®n' v ni ®7r 2 ). 

Demonstration. (1) D'abord, si Hom G]XG2 (S, V\ ® V2) = 0, comme S — > S ni est surjective, on a 
Hom C] xG 2 (S n> V\ ® V2) = 0. Soit / e Hom GlXG2 (S, Vi®V2) qui n'estpas triviale, comme {n\ ®7T2, Gi XG2, Vi®V2) 

est une representation irreductible, / : S — > V\ ® V2 est surjective. Prenons un element non trivial <J2 de V%. On 

p 

definit un morphisme canonique V\ ® V2 — > V\ ® e2 qui est G\ -equivalent. Le compose de / avec p determine un 
morphisme non trivial dans Hom Gl (S, V\), cela implique que / se factorise par S W] — > V\ ® V2. 
(2) L isomorphisme est defini par <p — > 1 ® (p. Ce morphisme est bien defini et injectif. II suffit de demonter qu'il 
est aussi surjectif. Soit <p' e Hom GlXG2 (Vi ® V 2 , V\ ® V2) un element non trivial. Choisissons une base {M,}, e / de V2, 
nous notons par V2J la droite engendre par F element m,- pour i e I. On a 

V 2 = ®ielV 2 ,i 

qui peut plonger dans fliei V24 comme un sous-espace. Done V\ ® V2 — ffi/ e / V\ ® V24 se voit aussi comme un sous- 
espace vectoriel de Y\iei V\ ® ^2,r- Nous notons sa projection canonique Y\iei Vi ® V2,! — > Vi ® par /?,-. Chaque 
composante Vi ® V2,i est isomorphe a V\ . Prenons un element non trivial e' 2 e et considerons le morphisme 
f'\viS>e' 2 '■ V\ ® e' 2 — > V"i ® V'2- Composons le avec 

Vi ® V 2 — > [~[ Vi ® V 2 ,i Vi ® y 2 ,;. 

Nous obtenons un morphisme 

<p'i : Vi ® e' 2 — > Vi ® V 2 ,/, 

qui est Gi -equivalent. 

Puisque 7r; est admissible, on sait que le lemme de Schur est vrai en ce cas, e'est-a-dire que End Gl (Vi) C. 
Cela implique que ip' { est defini par 

Vi ® e' 2 — > Vi ® y 2 ,/; 
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pour quelque c, € C. 

De plus le morphisme Yliei f'i '■ V\ ® e' 2 — > ]"[/£/ ^1 ® ^2,/ se factorise a V\ ® e' 2 — > V\ ® V2, ce qui implique 
que sauf pour un nombre fini d' indices 2, = 0. 

Ensuite, nous definissons une application <pe> : Ce' 2 — > V2 par (el) = Zie/ C !' M !- On a 

9?'k®f 2 = 1 ® tp^. 

De cette maniere, pour chaque element v' 2 e V 2 , on construit une application : Cv 2 — > V2 satisfaisant a 
<p'\vi®v' 2 = 1 ® ^> et cette application est unique. On a done 

<Pav' 2 +(3v> 2 = <Pav' 2 + <Pj9vJ = OW 2 + /?</>„» pOUr Or,/? € C, V^, v£ € V^. 

Nous avons une application C-lineaire : <p : V 2 — > V2 donnee par <p(Yii v 2 ,) := ¥V .(y' 2 ,)■ Alors ^' = 1 ® <p, et 
</) est forcement G2-equivariant, i.e. ^ 6 Homc^(V 2 , V'2). □ 

En vue des applications, nous demontons un lemme de [[MVW], Page 59]. Soient S = S(G) Fespace des 
fonctions de Schwartz-Bruhat sur G, muni de la representation naturelle p de G x G : 

p{g\,gi)fig) ■= fig^ggi)- 

Lemme 3.5. Pour tout n e Irr(G), le plus grand quotient n-isotopique de pcxi est isomorphe a n ® n comme 
G x G-module. 

Demonstration. Soit p n le plus grand quotient 7r-isotypique de pcx 1 , alors p„ 7r ® <x. Par la discussions ci-dessus, 
on sait que & Home, (p, tt) 00 , et le resultat de [[B2], Page 74], a montre que Home, (5, n)°° ^ n. □ 

4. Des definitions 

Dans cette sous-section, on supposera que toute representation lisse irreductible de Gi x G2 est admissible. Par 
[[BZ], Page 20, Proposition], on sait qu'une representation lisse irreductible de G\ x G2 est de la forme m ® TI2 oil 
7t\ et 7T2 sont uniques a isomorphisme pres. 

Proposition 4.1. Si (tt,S) est une representation lisse de type fini du groupe G\ X G2. Alors 

(1) n est une representation de quotient admissible. 

(2) Hc 1 xc 2 (S ) = si et seulement si (n,S) = 0. 

(3) Soient n\ 6 Irr(Gi), S Kl le plus grand quotient ii\-isotypique de n et S ni — n\ ® nt, ; alors n' 2 est une represen- 
tation de type fini de G2. 

Demonstration. Nous avons vu (1) [cf. Proposition 1.4] et (2) [cf. Proposition 1.1]. Pour (3), on a 

S Kl - S/S[ni] - Tlx ®^2 

qui sont aussi des representations du groupe G\ x G2 de type fini. On choisit Fensemble {Vj 1 ' ® v 2 \ • • ■ , v ( "' ® v 2 ( "'} 
de n vecteurs engendrant S„ r Comme (n\, V\) est irreductible admissible, par le Lemme 3.2, on a vu que n' 2 est 
engendre par les elements v 2 (1) , • • • , v 2 "\ a 

Proposition 4.2. Soit (7r,S) une representation lisse de type fini du groupe G\ X G2. 

(1) Sin\®7T2& < Rc l xc 2 ( 71 )' alors n\ e < R c \n). 

(2) Si n \ e flc, (tt), alors il existe 7T2 e ficA^) tel que ii®^^ fic,xG 2 ( n )- 

Demonstration. (1) Soit (n\ ® 7T2, Gi X G2, V\ ® V%) un element de < Rg iX g 2 ( 7T ), on a une application non triviale 

V Vi ® V 2 

qui est surjective. Prenons un element + e2 e V2 et une application canonique 

Pe 2 

V 2 Ce 2 . 
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Composons / avec 1 ® p e2 ; nous obtenons une application non triviale de V a Vi i.e. n\ e ■Rc 1 (7r). 

(2) Supposons (n\, V\) e 'Re, {tt). On peut trouver le plus grand quotient 7ri-isotypique S„ - n\ <g> n 2 , qui n'est pas 

trivial, cela implique que n' 2 ne Test pas aussi. Comme n' 2 est une representation lisse de type fini, il en resulte que 

Kg 2 (* 2 )*0. 

D'apres le lemme 3.4, on a une bijection entre ■Kc,xc 2 ( 7! ') et < Rc 1 ( n ' 2 )- Ceci montre qu'il existe une representation 
(n 2 , V 2 ) de G 2 telle que tti <g> n 2 e •Rc, x c 2 ( 7r )- D 

Si (7T, 5) est une representation lisse du groupe G\ x G 2 , on a vu que le resultat dans la proposition 4.2 (1) sera 
aussi vrai, done on definit deux applications projectives canoniques 

^CxcA) t R Gi (n);ni®n 2 i — > 7r,pour; = 1,2. 
On notera leurs images par 7?g (n). 

Corollaire 4.3. Si (n,S) est une representation lisse de type fini du groupe G\ x G 2 , alors p t est surjective pour 
i= 1,2. 

Si pi (resp. p 2 ) est injectif, alors pour chaque n\ e (n) (resp. n 2 e f$ G ^(n)), il existe une unique representation 
irreductible n 2 l) e ft^ix) (resp. nf e 'Re, (tt)) telle que tti <g> jt 2 1} e Hc^c^n) (resp. Tif' <g> tt 2 e ^cxc.W)- 

Definition 4.4. Si p\(resp. p 2 ) est injectif, on definit une application 6\ : 1$ Gl {ri) — > r Rc 2 (n);n\ i — > n^, (resp. 

# 2 : (7r) — > ^c, (w); 7t 2 i — > 7r j 2 '), on dit que ( ( Rc i x c 2 (tt), Pi) est le graphe de I'application de Howe "R Ci (n) — U 

% Cl (ji)(resp. f^ G (n) —* 'Rc i (n)) et que (n,G\ x G 2 ) esf kmc representation de graphe a gauche (resp. a droite). 
De plus, si n est aussi une representation de quotient sans multiplicite, i.e. 

OT c 1 xG 2 ( 7r > 71 '') ^ 1 pour tout n' e Irr(Gi x G 2 ), 

on dit que n est une representation de graphe forte a gauche ( resp. a droite ), et que n satisfait a la propriete de 
graphe forte a gauche ( resp. a droite ). 

Definition 4.5. Si p\,p 2 sont injectifs, on dit que (??GixG 2 ( 7! ')>Pi) est un bigraphe entre 7?^ Or) et 1^ G ^(n), et que 
Or, Gi X G 2 ) est une representation de Howe (ou de bigraphe). II a determine une correspondance bijective entre 
1$ Gi (n) et 1$ G2 (n) qui sera appelee la correspondant de Howe (ou de bigraphe), on aussi dit que (n,G\ x G 2 ) 
satisfait a la propriete de Howe(ou de bigraphe). De plus, si n est aussi une representation de quotient sans 
multiplicite, i.e. 

m c l xG 2 ( r: ' 7: ') - 1 pourtoutn' e Irr(Gi x G 2 ), 
on dit que n est une representation de Howe forte (ou de bigraphe forte), et que n satisfait a la propriete de Howe 
forte ( ou de bigraphe forte ). Ce qui determine une correspondance de Howe forte ( ou de bigraphe forte ) entre 
^W««° ft (ir). 

5. La theorie de Clifford 

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, H un sous-groupe ferme de G. G/H est un 
groupe abelien. On supposera que la representation irreductible du groupe G ou H est admissible. 

Theoreme 5.1. Soit (n, V) e Irr(G) telle que n\ H est admissible. Alors : 

(1) 7t\h est semi-simple, et une representation de quotient admissible. 

(2) si o~\, o~ 2 e KhM, alors il existe un element g € G tel que cr 2 cr\ ou a\(h) := cr\(g~ l hg) pour h e H. 

(3) il existe une constante m telle que 

Mh = mcr - 
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(4) soit (cr, W) € 'RhM qui est une sous-representation de tt\h- 

(i) On note G° = {g 6 G|g(W) = W}, alors G° est un sous-groupe distingue ouvert de G, et G^, — pour 
0"i, o"2 6 "Rtfix), on le note par H°. 

(ii) On note Go- — {g 6 G\o~ s cr}, a/on? Go- est un sous-groupe distingue ouvert de G, et Go-, — G ai pour 
o- l ,o~2 € 7?#(7r), on le note par H. 

(Hi) H/H° est un groupe abelien d'ordrefini. 

(5) (i) pour chaque cr € Hn(jti), elle peut se prolonger en une representation irreductible du groupe H°, on la 
note aussi par cr. 

(ii) — ©irgft-o^cr, et cr\ H at mcr. Le groupe G/H permute transitivement 1' ensemble %g(7t). 

Demonstration. (1) On prend un sous-groupe ouvert compact Kh de H tel que V K " + 0. D'apres le Lemme 13.4, 
tt\h est aussi admissible, ce qui entraine que V K " est un espace vectoriel de dimension finie. Posant une sous- 
representation irreductible wf" de "H(H, Kh) de V K ". On obtient une sous-representation (cr; , W\) du groupe H de 
n\ H ou Wi = <H(H) ®wh,k h ) Wf". Par [[BZ], Page 17, Proposition], (cn, W x ) est irreductible. Soit Q = { gi \gi e G} 
un ensemble de representants de G/H. Considerons V = De-en fl'CffOWi qui est G-invariante. Done V = V, et on 
montre que n\n est semi-simple. 

Soient (cr, W) e Unin), et W K + pour un sous-groupe ouvert compact K de H. Comme cr est admissible, W K est 
de dimension finie. Done on a 

m H (7T, cr) < m H (n, Ind" W K ) = m K (n, W K ) < oo. 

(2) Ceci decoule de la demonstration de (1). 

(3) Si cr; , cr 2 £ Hh^)- Par (2), on a cr 2 cr*' pour un element g e G, done 

m#(7r, cn) = m H (n g , of) = m H (n, cr 2 ) = m, 

d'oii Ton tire le resultat annonce. 

(4) (i) Soit W = n(H)wo pour un vectoriel wo de W, on note K Wo = Stab c (wo). Si g e K Wo , on voit asiement que 
n(g)W = W, i.e. G% 2 /T Ho . Ceci implique que G" est un groupe ouvert de G. Si (en, Wi), (o"2, W 2 ) sont deux 
sous-representations irreductibles de tt\h, alors il existe g\o e G tel que gi 2 VKi = W 2 . On a un morphisme bijectif 
G°, — > G° 2 ; g i — > gizgg^- Comme G/H est abelien, on obtient G°, = G° 2 . 

(ii) Comme G a - I 2 G° ] , cela implique que Go-, est un sous-groupe ouvert de G. Par la meme demonstration comme 

(i) ci-dessus, on trouve Go-, = Go-, pour en , cr 2 e ^(t). 

(iii) On note 1V = {(cr,-, W;)|cr,- est une sous-representation de tt\h telle que cr, - cr}. Le groupe H/H° permute 
transitivement F ensemble f W. II reste a montrer que le cardinal de "W est fini. Soit K un sous-groupe ouvert 
compact de H°, et meme de H et G, tel que W KnH + 0. Un element (<x,, W,) correspond uniquement a une sous- 
representation irreductible du groupe "H(H, K n H) de y^ ^. Comme y^ nH est un espace vectoriel de dimension 
finie, on trouve le resultat. 

(5) (i) Ceci decoule de la defintion du groupe H°. 

(ii) Comme n\fj est admissible, on a vu que 7r|g est semi-simple. La composante cr-isotypique cr = mcr est H- 
invariante. Par definition, cr est H-irreductible. Puisque cr\ H - mcr, et cn 96 crj si cr\ 96 cr 2 pour en, cr 2 e ^(tt). Si 
geG satisfait a cr s =s cr, a fortiori, <x« =a cr, done g & H, d'oii le resultat. 

□ 

Corollaire 5.2. Si tti,7T2 e Irr(G) feZZei gt/e tti |#, 7t 2 |# ionf admissibles, alors : 

(1) Rh^i) n K H {n2) + M ef seulement si Kh{^\) = Kh^i)- 

(2) Si 'Rh^x) - fini^i), alors n\ ^ ^ 2 ®Xg/h pour un caractere Xg/h de G/H. 

Demonstration. (1) Si cr e Unim) H < Rh(x2)- D'apres le Theoreme 5.1(1), pour chauqe cr' e Kh^i), il existe 
g E G/// tel que cr g ^ cr', done 

m H (n2, cr') = m H {nz, cr g ) = m H (7T S 2 , cr 8 ) = m H (w 2 , cr), 
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d'ou cr' e Hh^i), on trouve le resultat. 

(2) Soit (cr, W) £ 'Rh(i'i) n 'Rni^i)- Comme 7Ti\h,7I2\h sont admissibles. On suppose que (cr,W) est une sous- 
representation de 7Ti|h, et Kt\h- Par ailleurs, si u\\h = W © n\{g\)W © • • • © 7i\(g m )W © Vi, et ^Ih = W © V2, ou 
Wffi7Ti(gi)Wffi- • -ffi7ri(g m )W est la composante cr-isotypique de7Ti|#. On definit unelementO i= f £ HoiriH(7ri, 7r 2 ) 
de la facon suivante : 
Pour w e W, vi e Vi, on a 

(1) f\ W = I dlv . 

(2) /kfe)(w)(^ifc)w) = 7T 2 (g,)w- 

(3) /|y, = 0. 

Soit W = ^i(//)wo pour un vectoriel wo non trivial de W. On note K Wo = Stab c (wo) n Stab G (/(wo)), et K gj ( Wo) = 
Stabc(7ri(g,)v v o)nStabc(7T2(gi)> v o) qui sontdes groupes ouverts de G. On pose K = K Wo nri'?l l Kg i ( Wo ). Soit g £ G/i/, 
on definit un espace vectoriel Vo engendre par ou /*(v) : = 7T2(g)/(7ri(g -1 )vJ. Si go s /T, on note go l'image de 

go dans G/// par G -^-> G///. Alors, pour w = X"=i c^i (^;) w o £ W, et vi E V\ , on a 

(1) = fHZU ^i(^)wo) = 2"=i c^ 2 (^,)/^(w ) = 2"=i c,7r 2 (/i,)/(wo) = /(w). 

(2) fHmigdw) = /^(2" = i ^i(g^i(^)wo) = ZU CiTTiigihigj^f^migdwo) 

= 2"=i c i n 2 (gih i g- i l )f{ni{g l )wQ) = f(n x (g^w). 

(3) y»(vi) = 7r 2 (go)f(n l (g Q l )v l ) = = /(vi). 

Ceci implique que Stabc/#(/) contient l'ensemble ouvert p(K). De la meme raison, pour g E G, Stabc//f(/ g ) 2 
g _ , qui est un sous-ensemble ouvert de G/H. Done Vo est une representation lisse du groupe G/// munie 
de Faction g ■ F := F$ pour f e G/H, F e Vo. II existe un caractere xc/h et + F E Vo tels que g ■ F = xg/hF, 
e'est-a-dire que + F E Hom G (7Ti, 7r 2 ®Xg)h>' d'ou ^ e resultat. □ 

Proposition 5.3. Soient n une representation lisse de quotient admissible de G, n\ e "Rdn). Supposons que n\\ H 
est admissible. 

(1) Si cr E •Rh(^i), alors cr E "R h (7t). 

(2) m H (n,o-i) = m H {n,o- 2 ) pour cri, o- 2 E < Rf]{n\). 

(3) Si mH(n,cr) < 1 pour chaque cr E < Rh(^\), alors mc{n,n\) < 1. 

Demonstration. (1) On a un homomorphisme surjectif n — > n\ . Ceci implique le resultat. 

(2) D'apres le Theoreme 5.1, il existe un element g e G, tel que cr 2 ^ cr^, done m H {n,cr{) = mnin 8 ,^) = 
m H (n, cr 2 ). _ 

(3) Supposons que n\\ H = ® IT eK H (iTi) mo ~- En vertu du Theoreme 5.1, on prend le sous-groupe H de G tel que 

(1) n x \jj = ©?<=«-(*, )cr. oucr| H = mcr pour cr £ Rh^x)- 

Comme m H (n, cr) < 1 , on voit que m^(n, cr) < 1 . De plus 

Hom G (7r, ti x ) = Hom 5 (7r, n x ) HXG , 

ou on munit Hom^(^,7r 1 ) de Paction evidente de H \ G, i.e. P(v) := n\(g)f(n(g~ l )v} pour g = Hg e H \ G, 
f E Hom^(7r, n\). Par decomposition (1), on note P application projective de n\\jj a cr par ps-. Pour chaque element 
F £ Hom^(7r, m), ce qui est determine par la famille de morphismes {p& ° F J^eK-^,) d'oii p^ o F e Hom^(^,cr). 
Le groupe //\Gagittransitivementsur{Hom^(7r,cf)}5: e ^ ff ( ffl ),et dime Hom^(^,cr) ^ 1 pour lj E < R^{ii\), on trouve 
le resultat. □ 

6. LES REPRESENTATIONS DE GRAPHE FORTE 

Dans cette sous-section, pour presenter simplement les resultats, "graphe" signe " graphe a gauche" sauf men- 
tion du contraire. Et on supposera que toute representation irreductible du groupe localement compact totalement 
discontinu est admissible. 
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Proposition 6.1 ( Produits). Soient Gi, Hi des groupes localement compacts totalement discontinus pour i — 1,2, 
(n, V) une representation lisse de (G\ X G2) X (H\ X H2). 

(1) Supposons que pour chaque indice i, 7t| c . x h, satisfait a la propriete de graphe. Alors n est une represetna- 
tion de graphe du groupe (G\ X G2) X (H\ X fy). 

(2) Supposons que n est une representation de graphe du groupe Gi X • • • X G„ et qu 'il existe un couple (Gi, Gj) 
de V ensemble [G\, ■■■ , G„} tel que n\ CiX Cj satisfait a la condition de sans multiplicite. Alors n est une repre- 
sentation de graphe forte du groupe G\ x • • • x G„. 

Demonstration. Par definition, : ^g,xh,(^) — > Rg,(^) est injective pour i = 1,2. II en resulte que p\ : 
f^(GixH l )x(G 2 xH 2 )( n ) — * < Rc ] xc 2 ( n ) est aussi injective. Done (n, (G\ x G2) x (H\ x H2)) est une representation 
de graphe. De plus, F application de Howe de n soit definie par G = G\ x 62 : R% lXGl ( n ) — * ^h,xh 2 ^ °^ 
G, : 1^ g (7t) — > R%.(ri) est l'application de Howe de n\G,xH r 

(2)Soit7ri®7r 2 ®---®7r« e < R Ci x -xcM)> si m G{xGj (n, n&nj) < 1, on a alors m GlX ... xGlt (n,ni®- • -n n ) < m GiXGj (n, tt,-® 
7T,) < 1 . Ceci trouve le resultat. □ 

Maintenant, nous presentons un des resultats principaux de cet article : 
Soient G\,G2 des groupes localement compacts totalement discontinus, H\ (resp. Hi) un sous-groupe distingue 
ferme de G\ (resp. G2). Supposons que Gil Hi est soluble pour i = 1,2. On supposera que toute representation 
irreductible du groupe G, ou H, est admissible. Si 7r, e Irr(G,), on supposera que mln, est aussi admissible. 

Theoreme 6.2. Si T est un sous-groupe distingue ferme de G\ x G2 contenant H\ x H2 tel que 

T/H\ X H2 est le graphe d'un morphisme surjectify : G\jH\ — > G2/H2. 

Supposons que (p, V) est une representation de graphe forte du groupe Hi X H2 qui se prolonge en une represen- 
tation du groupe T. Alors n — c — Ind^ 1 * 02 p est aussi une representation de graphe forte du groupe G\ X G2. 

On procede par recurrence sur le cardinal du groupe T/H\ x H2, en traitant d'abord le cas ou ce groupe est 
abelien. 

Lemme 6.3. Dans la situation du theoreme 6.2, supposons de plus que G\IH\ est abelien. Si (n\, V\) e Irr(Gi) et 
que (n 2 , V2) 6 Irr(G2) tels que ni<8m 2 € Rc^c^n). 

(1) Pour chaque cr a e Rh^i), il existe un et un seul element 8 a 6 Rh 2 (^i) tel que cr a ®6 a e Rh!xh 2 (p)- 

(2) R r (p) n Hr&i ® tt 2 ) = [a], etm v (ii\ ®7t 2 ,(t) = 1. 

(3) m GlxGl (n,7t\ ®7T 2 ) = 1. 

Demonstration. (1) Comme n\ ® 7T 2 € R Gi xG 2 (n), en vertu du Theoreme Reciproque de Frobenius, on a 

+ m CiXCl (ji,n\ ® 7T2) = m r (p,ni ®^ 2 ). 

A fortiori, m HiXH2 (p,n\ ® 7:2) + 0. Quitte a change Findexation, on trouve que m HlXH2 (p, cr\ ® 6i) + pour des 
elements o~\ e R Hl (tti), i>i e Rh 2 (^i)- En vertu de la theorie de Clifford, il existe un element t a H\ de G\jH\ tel que 
- cr a ou (r'i(h\) := cr\(t a l h\t a ) pour h\ e H\. Soit y(t a H\) = s a H2 e G 2 /// 2 ; alors (t a , s ff )i/i x H2 appartient 
aF/H[ x H2- Supposons que (t a , s a ) e T et 6 a — 6^". On a 

* m HlXHl (p, ctj ® (50 = m HlXH2 (p ( '"' s "\ o-'[ ® = m H]XH2 (p, cr a ® cv). 

II en resulte que cr ff ® 5 ff € RhixhAp)- De plus, comme p|/f, X H 2 satisfait a la propriete de graphe, la representation 
5 a est determined uniquement par cr a . 

(2) Soit cr e ??r(jo) n ??r(7ri ® ^2)- Si cri ® 6\ e !Rh 1 xh 2 (5 : )- Par la Proposition 5.3(1), on voit que (T\ ® 6\ e 
Rh,xh 2 (p)- Pour chaque element cr„ <g> <5 a € K Hl xH 2 (p) n Rh.xhMi ® 7r 2 ), on peut prendre (f„, e F tel que 
<rj" ® - cr ff ® 6 a . II en resulte que cr a ® <5„ e Rh^h^), i-e Rhixh 2 (p) n R Hi xh 2 (^i ® ^2) = Rh.xh^)- On va 
montrerque !Rr(p) n 'Rr^i ®^2) = fc?}- Si cr ^ cr' e ??r(p) n9?r(Ti ®^2), la meme demonstration comme ci-dessus, 
on a , Rh 1 x// 2 (o : ) = r R-H 1 x.H 2 (a J ). Par la theorie de Clifford, on obtient <?' =s cr®^ r/HlX/f2 pourun caractere non-trivial 
Xr/H!xH 2 6 Irr(r/i/i x #2)- On prend un meme espace vectoriel W realize les representations cr et c?'. On prend 



CORRESPONDANCES DE HOWE POUR LES GROUPES DES SIMILITUDES 



13 



un element (en ® Si, W\ ® W 2 ) de 'R Hl xH 2 (cr) = K Hi xH 2 {a J ). Si * F € Hom r (p, cr), et + G e Hom r (p, cr'), on 

considere le morphisme p ©p ®Xy)h i xh 1 — > °"- ^ I' application canonique W — > Wi ® W 2 , nous ob tenons deux 
elements non trivials p o F, p o G dans Homtf lX H 2 (p, ® <5i)- Done p o F est proportionnel a p o G, ceci implique 
p o F - cp o G pour une constante c £ C x , i.e. p o (F - cG) = 0, d'ou F = cG. Cela contradict a l'hypothese. 
Finalement, on trouve Hr(p) n Kri^i ® ^2) = {<?}• Comme pIh iX # 2 est une representation de sans multiplicite du 
groupe H\ x H 2 , on obtient m r (n\ ® 7r 2 , cr) = 1 . 
(3) 

Proposition 5.3(3) 

1 < m GlXGl {n,ni ®7r 2 ) = m r (p,ni ®n 2 ) = «r(p,0") < 1, 
d'ou le resultat. □ 



La preuve du Theoreme 6.2 : 

La premiere etape — cas abelien : Supposons que Gil Hi est un groupe abelien pour ; = 1,2. 

La propriete de sans multiplicite vient du Lemme 6.3(3). II suffit de montrer que n satisfait a la propriete de graphe. 

Supposons m ® 7T2, tti ® n' 2 e < Rg 1 xg 2 (^)- D'apres le Lemme 6.3, on voit que 

7?r0ri ® ni) n %c(p) = {cr}, fkxff 2 = S^ESgj^wnSj,^^^)^ ® <5ff- 

et 

??r(^i ® tf 2 ) n ^r(p) = {<?'}, o-'\h,xh 2 = ffi^^^wnRjj^tn^jmVa ® <5^. 
Done par la propriete de graphe de la represnetation p|#, x # 2 , on obtient S a = S' a et < Rh 2 ( 7: 2) = ??# 2 (7r 2 ). En vertu de 
la theorie de Clifford, n' 2 7r 2 ® Xg 2 /h 2 pour un caractere Xg 2 /h 2 du groupe G 2 /i/ 2 , eXm-m'. 
D'autre part, en suivant la demonstration du Lemme 6.3 (2), on montre que cr = cr' . Par le Corollaire 5.2, on voit 
que Hc(n\ ® ^2) = ^r(^i ® ?r 2 )- Cela implique qu'il existe un caractere Xc,xc 2 /r tel que 

^1 ® n' 2 =s 7T] ® 7r 2 ® / tG,xc 2 /r- 

Ainsi 1 ®^g 2 /h 2 est trivial sur P Puisque l'application T/i/i x i/ 2 — > G2/H2 est surjective, il est clair que 
Xg 2 /h 2 = 1, done tt 2 ^n' 2 . 

La deuxieme etape — raisonnement par recurrence : On vient de traiter le cas oil G\IH\ est abelien. Pour le cas 
general, on procede par recurrence sur le cardinal de G\IH\. Si Gi t Hi, introduisons une sous-groupe G{ de Gi, 
contenant Hi, et tel que Gi/G\ soit abelien. Notons G' 2 l'image inverse dans G 2 de y(G\IH{) c G 2 /// 2 . Alors y 
induit un homomorphisme surjectif y' de G\jH\ sur G 2 /// 2 ; on note P le sous-groupe de F contenant i/i x i/ 2 et 

tel que V /H\ x // 2 soit le graphe de y' . Par recurrence, la representation n' = c - Indp 1 x ° 2 p est une representation 
de graphe forte. D'autre part, 7 induit par passage aux quotients un homomorphisme surjectif de Gi/G[ sur G 2 /G 2 , 

dontle graphe est T(G[ xG' 2 )/G[ x G' r Considerons la representation p' = c-Ind^ GxXGl> p ; sa restriction a Gj xG 2 
est n' . Par le cas abelien traite dans la premiere etape, on obtient que c - lnd c ^!^ c , ^ p' est une representation de 
graphe forte de Gi x G 2 . Mais cette representation n'est pas autre que c - Ind^? 1 * 02 p. 

Remarque 6.4. Pour le cas general, on peut traiter le sous-ensemble ln ad (Gi) de Irr(G,) dont les objets sont les 717 
oil chacun soit admissible. 

Remarque 6.5. Tous les resultats dans cette sous-section sont aussi vrais, si on considere " graphe a droite ". 

7. Les representations de bigraphe forte 

Dans cette sous-section, on supposera que toute representation irreductible du groupe localement compact tota- 
lement discontinu est admissible. 

Proposition 7.1 ( Produits). Soient Gi, Hi des groupes localement compacts totalement discontinus pour i — 1,2. 
Soit (n, V) une representation lisse de (G\ X G 2 ) X (Hi X Hi), 
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(1) Supposons que pour chaque index i, n\G i y.H i satisfait a la propriete de bigraphe. Alors n est une represetna- 
tion de bigraphe du groupe (Gi X G2) x (H\ x H 2 ). 

(2) Supposons que n est une representation de graphe du groupe Gi X • • • X G„ et qu 'il existe un couple (G,-, Gj) 
de V ensemble [G\, • • • , G n ) tel que 7r| c . xG . satisfait a la condition de sans multiplicity . Alors n est une repre- 
sentation de bigraphe forte du groupe G\ X • • • X G„. 

Demonstration. C'est une consequence de la Proposition 6.1. □ 

Proposition 7.2. Soient G\, G2, H des groupes localement compacts totalement discontinus et H un groupe abe- 
lien, y un automorphisme de H, soit (n, V) une representation lisse de G\ X G2 X H. Grace au morphisme des 
groupes 

(Gi x #) x (G 2 X #) — > Gi X G 2 x # 
[(guhi),(g2,h 2 ) 1— » (gig2,hiy(h 2 ))] 
on obtient une representation n du groupe (G\ X H) X (G2 X H). 

(1) Si flldxGz est une representation de bigraphe, alors n Vest aussi. 

(2) Si 7t|gixg 2 est une representation de bigraphe forte, alors n Vest aussi. 

Demonstration. (1) Soit {n\ ®xi) ® fa ®Xi) e '^(G 1 xH)x(G 2 xH)fa- Si 

+ F e Hom (GlXH)x(G2XH) (^, (m ®x\) ® fa ®Xi))- 

On a 

F(n{{gi ®g2),h\y(h 2 ))v) = n\{gi)®n 2 {g 2 )F{v)xi{hi)x 2 {h 2 ) pour v e V,g t e G„ hi e H. 
En particulier, prenons g\ = g 2 = 1, hi = h € H et h 2 = e H, nous obtenons 

F(v) = F(v)x\(h)X2(y~ 1 (h~ 1 )) pour tout v e V. 

Comme F + et que y est un isomorphisme , on trouve xi = x\ ou x\W '■- Xi(yW) P our h € H. Si 6 n est 
F application de Howe de n\ ClXC2 , alors on obtient une application de Howe den : 

■ 'R-G l xH i fa > Hc 2 xH 2 fa', 

m ®x\ 1— > o n (m)®x y v 

done on a trouve que (n, (Gi x Hi) x (G2 x H 2 )) est une representation de bigraphe. 

(2) II suffit de montrer que la representation n satisfait a la propriete de sans multiplicity. Comme 
mG^mxdxfyfafa ®Ari)®^2®ATi) ^ m ClXC2 (n,7ii ®n 2 ), on obtient le resultat. □ 

Remarque 7.3. Si le morphisme precedent, (Gi x FT) x (G2 x H) — > Gi x G2 x //, se factorise par (Gi X H) X 
(G2 X //) — > G\H X G2H, ou Gi X H — > GiH est un morphisme de groupes ouvert surjectif pour i — 1,2, alors 
le resultat dans le Lemme 7.2 est aussi vrai pour la representation (n, G\H X G 2 H). 

Demonstration. Comme pi est un morphisme ouvert, toute representation lisse du groupe G,7/ est donnee par une 
representation lisse du groupe G, x H qui est triviale en sous-groupe ker(/?,). Cela entraine le resultat. □ 

Soient G\, G2 des groupes localement compacts totalement discontinus, H\ (resp. H2) un sous-groupe distingue 
ferme de G\ (resp. G2). Supposons que Gil Hi est soluble pour ; = 1,2. On supposera que toute representation 
irreductible du groupe G; ou Hi est admissible. Si 7T ( - 6 Irr(G;), on supposera que n^H, est aussi admissible. 

Theoreme 7.4. Si T un sous-groupe distingue ferme de G\ x G2 contenant H\ x H 2 tel que 

17 Hi X H2 est le graphe d'un morphisme bijectify : G\/H\ — > G2///2. 

Supposons que (p, V) est une representation de bigraphe forte du groupe Hi X H2 qui se prolonge en une repre- 
sentation du groupe T. Alors n = c - Indp' xG2 p est aussi une representation de bigraphe forte du groupe G\ x G2. 

Demonstration. C'est une consequence du Theoreme 6.2. □ 
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Proposition 7.5. Conservons les notations et hypotheses du Theoreme 7.4. Soient n\ e Irr(Gi), 712 e Irr(G2) tels 
que 

7Tl = ®a-eK„^)miO- et n = ®SeK„ 2 ( m ) m 2S. 

Supposons que n\ ® 112 e %j l x g 2 ( n )- Mors 

(1) il existe une application bijective 

6 p : <R H Mi) — » Kniim); o- a i * S a 

telle que cr a ®6 a e Hhxxh^P) et cr a ®6p$ ft// lX ff 2 (p) pour a+fi. 

(2) m\-\ ssi ni2 = 1. 

Demonstration, (i) Comme n\ ®n2 e 7?Ci xG 2 (X)> par le Theoreme Reciproque de Frobenius, on obtient Uri^i ®ni) n 
ft r (p) # 0, a fortiorie, x//2 (^i®7r 2 ) n x h 2 (p) # 0. On peut supposerque cr\ ®8\ e e R H ixH 2 (n\®m)n'RH l xH 2 (p)- 
D'apres la theorie de Clifford, il existe un element t a H\ de G\jH\ tel que cr'^ cr^ oil cr'^hi) := cr\it a l h\t a ). Soit 
y(t a H\) = s a H2 e G2/H2; alors (t a ,s a )H\ x #2 appartient a F/Hi x#2- Supposons que (r ff , s a ) e T, on note 
<5o, = 6 S { . Done 

cr ff ® 5 a = o-'l ® 8 S ° e ft Hl xff 2 (0n (» Trz)^-'"') n l R Hi xH 2 (p ( ' a ' Sa) ) = 7W// 2 0n ® ^2) n n HlXH2 (p). 

Comme p|//, x // 2 satisfait a la propriete de bigraphe, on sait que 5 ff £ 8p si a ^ p\ D' autre part, si on choisit un 
element de ??ff 2 (7T 2 ), il aussi existe un element crp tel que crp®5pe l Rn i xH 2 {p), done on obtient une application 
bijective 6 p . Comme pIh,xh 2 satisfait a la propriete de bigraphe, on trouve cr a ®5p <£. 7?HixH 2 (p) pour a + fi. 
(ii) On suppose m\ = 1. On procede par recurrence sur le cardinal de G\IH\. Reprenons les notations dans 
la demonstrations du Theoreme 6.2(cf. la deuxieme etape). D'apres le Theoreme 5.1(4), on suppose k\\g\ = 
(*i)0V et n 2 \c' 2 = ®6' p e'R Q , i (m) s 'i3- De P lus ' on suppose cr' a ® S' p e < Rg' 1 xG' 2 (p') ssi a = j3. Par recurrence, pour 
chaque indice fixe a, on a cr' a = ® a -„ i eK Hl «)0~m et 8' p = ®s N €K„ 2 (,6' f! )0'pj- On suppose 6 p (cr ai ) = 8 ai oil p est l'applica- 
tion de Howe de p. Par hypothese, cr ai £ crpj si a + ft ou i + j. Cela en resulte que 8 ai = 6 p (cr a i p h a i) % 8 st = 6 p (cr st ) 
si s + a ou t + i, d'oil le resultat. □ 

Proposition 7.6. Conservons les notations et hypotheses du Theoreme 7.4 sauf que Gi/H\ est soluble. 
SiGi/Hi est un groupe abelien d'ordrefini, x k £ Itt(Y / H1XH2) pour k — 1, • • • ,n, onnoten k — c-Indp lXC2 (p<8>;^). 

(1) 7T k est aussi une representation de bigraphe forte du groupe G\ X G2. 

(2) Si on pose l Rctxc 2 (^ k )\HixH 2 '■= {o~\ ® o~2\ il existe un element Ji\®ji2& Hgixc^ 7 ^) tel que o~i e < RH i (^d et 
o-\ ®£T 2 € ( R Hl xH 2 (p)}, alors "R Hl xH 2 (p) = ^>" k=l 'RG l xG 2 (^ k )\H l xH 2 - 

Demonstration. (1) Comme p ®x auss i prolonge p ®^|h iX h 2 = P\H t xH 2 , on obtient le resultat. 
(2) Si 0-1 ® o- 2 e i R Hi xh 2 (p), on a 

1 = m HlXH2 (p, o-\ ® cr 2 ) = m r (p, Ind^ iXH2 (o"i ® tr 2 )). 

Cela implique que 

Ind^ iX/f2 (cri ® o- 2 ) = ©^eln-tr/^x/f,)*? ®ATi, 
oil cr° est la representation irreductible unique du groupe T telle que 

mrCp,^ ) = 1. 

Pour chaque n\ ® 7r2 6 Irr(Gi x G2) tel que 7Ti ® ^ 2 |hixh 2 continent cr\ ® cr 2 , il existe e Irr(r///i x 7/2) tel que 
n\ ® ^Ir contient (T ®^*. Done 

m Gl x(h(7' k ,ni ®n 2 ) = m C] xG 2 (c -Ind° lXG2 p®x k , n i ®^2) = m T (p ®y k \n\ ®x 2 ) 

> m r (p ®x k ^° ®x k ) = mrip,^ ) = 1. 

Done on a montre que 

ft Hl xH 2 (p) = UWRg<xcM)\h 

a 
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8. Les paires duales de Howe pour S p( W) 

Notre reference dans cette sous-section est [MVW]. Dans cette sous-section, on designe par F un corps non 
archimedien de caracteristique impaire et de caracteristique residuelle p. 

Definition 8.1. Soit G un groupe. Un sous-groupe H c G tel que le double commutant de H dans G soit egal a H 
sera appele un sous-groupe de Howe de G. Si H' — Zq(H) est le commutant de H dans G, on dim que (H, H') est 
une paire duale dans G. 

Soit D un corps de dimension finie sur son centre F(pas necessairement commutatif), muni d'une involution r. 
Soit W un espace vectoriel a droite sur D, de dimension n, muni d'un produit e-hermitien, oil er(e) = 1. W est dit 
de type 2(resp. de type 1) si le produit hermitien est nul(resp. non degenere). 

Definition 8.2. Soit W un D-espace a droite e-hermitien de dimension finie de type 1 ou 2, une paire duale (H, H') 
de U(W) est dite reductive si 

( 1) W est HD et H' D-semi-simple. 
( ii) H et H' sont reductifs. 

( Ces deux conditions sont probablement equivalentes). On dit alors que H est un sous-groupe de Howe reductif 
de U(W). 

Definition 8.3. Une paire duale (H, H') de U( W) est dite irreductible s 'il n 'existe pas de decomposition orthogo- 
nale de W stable par HH'D. 

Lemme 8.4. Toute paire reductive duale de U(W) est produit de paires reductives duales irreductibles. 

Demonstration. Ceci decoule de [[MVW] Pages, 10-1 1] □ 

Ci-dessous, nous citons la classification des paires duales irreductibles de S p(2n,F) dans [[MVW], Page 15]. 
Soit to/F € Homf(D, F) tel que la forme bilineaire (d, d') i — > tn/F(dd') pour d,d' e D soit non degeneree. 

Lemme 8.5. Si (W\, (, (W2, (, )i) sont deux espaces sur D respectivement a droite et a gauche, e,-hermitiens 
de type 1 tels que — 1 = 6162, alors le produit tensoriel W = W\ ®d W2 muni de la forme 

« W\ ®W2,w\ ®w' 2 »- ?d/f(< Wl,W] >i t(< W2,w' 2 >l)), Wi,w' t € Wj 

est symplectique. Inversement, toute decomposition d'un espace symplectique (W, <, >) en produit tensoriel hermi- 
tien est de ce type. 

Demonstration. Ceci decoule de [[MVW], Pages 14-15, Lemme]. □ 

Remarque 8.6. (1) Soient (W, (, )) un espace anti-hermitien sur (D,t), to/F un element de Homf(D, F) tels 
que (d, d') 1 — > to/F(dd') est non degeneree, on obtient une forme symplectique to/F((, )) sur le F -espace W, 
I 'espace symplectique ( W, to/F((, ))) sera dit deduit de (W, (, )) et tjj/F par restriction des scalaires. 

(2) Supposons 1' espace W deduit de W par restriction des scalaires par une extension F' /F. Par la classifi- 
cation des sous-groupes de Howe reductifs des groupes classiques dans [[MVW], Page 13], on sait qu'une 
paire duale non triviale de S p(W) reste une parie duale non triviale de S p(W). Comme Cents P (W')({±1}) — 
S p(W), on voit que la paire duale triviale ({+1}, S p(W)) ne peutpas etre une paire duale du groupe S p(W). 

Theoreme 8.7. Voici la classification des paires duales irreductibles de S p(W) qui ne proviennent pas par res- 
triction des scalaires de S p(W) satisfaisant a (dirm?/ W')[F' : F] = dim^ W pour une extension F' sur F. 
(1) Les paires duales de type 2 : (GLd{X\), GLo(X2)). 

Si W est totalement isotrope et non degenere pour toute decomposition d'un lagrangien X de V en produit 

tensoriel X — X\ <S>o Xi. 



(2) Les paires duales de type 1 
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(i) (0(Wi),Sp(W 2 )). 

lei W — Wi ®f W 2 avec W\(resp. W 2 ) un espace orthogonal (resp. symplectique) sur F. 

(ii) (U(Wi),U(W 2 )). 

Ici W — W\ ®d W2 ou D/F est une extension quadratique ou un corps de quaternions muni de V invo- 
lution canonique. W\(resp. W2) est un espace hermitien (resp. anti-hermitien) sur D et dim/) W2 + 1 si 
D est un corps de quaternions. 

Demonstration. Ceci decoule de [MVW], □ 

Soit W un F-espace vectoriel de dimension 2n, muni d'une forme symplectique (, ). On note S p(W)(resp. 
S p(W)) le groupe metaplectique associe a l'extension de centre ^8 = resp. C x ). Si H est un sous-groupe 

ferme de S p(W), nous notons son image reciproque dans S p(W) (resp. S p(W)) par H( resp. H). 



Supposons W = Wi ffi W2 une somme orthogonale. On considere 1' application canonique 

Sp(W 1 )xS P (W 2 ) J ^ S P (W). 
On note S p(W\) x S p(W2) l'image reciproque de p(S p(W\) x S p(W2)) dans S p(W). 
Lemme 8.8. On a un morphisme de groupes 

5>(Wi) x S~p~(W 2 ) -A Sp(Wi)xS P (W 2 ), 

Kgi,£i),(g2,£2)] 1 — > [(g\,g2),eie 2 c Rao {{gu 1),(1,^2»], 
ou CRao est le 2-cocycle de Rao[cf. [MVW]7, et ou on ecrit (gi,g 2 ) pour l'image p(gi,g2) dans S p(W). En parti- 
culier, en considerant e t~P\s~p(w 2 y on °btient 

CRao(g\,g'i) = c Rao ((gi, l),(g[, 1)) 

et 

g' 2 ) = c Rao ((l,g 2 ),(l,g' 2 )) 

pourg u g\ e Sp(Wi), g 2 ,g 2 &Sp(W 2 ). 

Demonstration. Ceci decoule de [[HM], Pages 245-246]. □ 

Theoreme 8.9. Soit (Hi,H 2 ) une paire duale irreductible de S p(W), soit Hi l'image reciproque dans Sp(W). 
Alors l'extension Hi de Hi est scindee, saufsi W est de la forme Wi ®f< W 2 et Hi — S p(Wi), ou Wi est un espace 
symplectique sur une extension F' de F et ou W2 est de dimension impaire. 

Demonstration. C'est une variante du theoreme de Vigneras dans [MVW], on peut voir [Wang] par les details. □ 

9. LA REPRESENTATION DE WEIL 

Notre reference dans cette sous-section est [MVW]. Dans cette sous-section, on designe par F un corps non 
archimedien de caracteristique impaire. 

Soit W un espace vectoriel de dimension 2n sur F, muni d'une forme symplectique non degeneree (, ). Le groupe 
d'Heisenberg associe a (W, (, )), est l'ensemble W x F, muni de la topologie produit et de la loi de groupe 

(w, t)(w', t') := (w + w',t + t' + (w, w')/2). 

Notons £ : F — > H le monomorphisme 1 1 — > (0, t). Nous fixons un caractere non trivial iff : F — > C x . 

Theoreme 9.1 ( Stone, Von Neumann). A isomorphisme pres, il existe une et une seule representation lisse irre- 
ductible de H, notee par p^, telle que 

Pip €(t) = <A(0 pour tout t e F. 
Demonstration. Ceci decoule de [[MVW], Pages 28-29]. □ 
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Soit A un sous-groupe ferine de W, posons 

A x = [w € pour tout a e A, if/((w, a)) = 1 }. 

On note 

£F{ — {A\A un sous-groupe ferme de W tel que A = A ± }. 

Theoreme 9.2 ([MVW]). Pour chaque A e M, la representation c — Ind^ x/rx 1 ■ if/ realise la representation unique 
p^ de H, associee a if/, dans le Theoreme 9.1. 

Demonstration. Voir [[MVW], Pages 28-29]. □ 
Soit (jcty, S) un modele par p$. On pose 

Sp*(W) = {(g, M g )\g e S P (W); M gP ^h)M g l = p^gh) pour tout h e H], 
qui est un sous groupe topologique de S p(W) x GL(S). On a aussi une suite exacte 

1 _> C x — » Sp^W) 2* Sp( W) — » 1 

et il existe un unique isomorphisme 

/ : S~p(W) — > Sp^(W) 

tel que le diagramme 

1 > C x > Sp(W) — ^— > Sp(W) > 1 

1 » C x > ^ ■> Sp(W) > 1 

est commutatif. Le compose de l'isomorphisme / avec la projection S p^iW) — > GL(S) donne une representation 
du groupe metaplectique, qu'on appelle souvent la representation de Weil, liee a if/, qu'on note a>$. Pour utiliser 
la theorie des representations des groupes localement compacts totalement discontinus, nous considerons par la 
suite la representation de Weil du groupe metaplectique Mp(W) qui est egal a S p(W) sauf mention explicite. 
La representation de Weil verifie les proprietes elementaires ci-dessous[cf. [MVW], Pages 35-36] : 

(1) est une representation lisse admissible. 

(2) 0^ = ffi oj-, ou lo* e hT(Mp(W)). 

(3) La contragrediente de oty est a>^- . 

On definit un groupe H x S p(W) sous la loi suivant : 

((wi,?i),(gi,e)) • ((w 2 ,t 2 ),(g 2 ,e)) := ((wi,*i) + (giw 2 , h), (gi, ei) ■ (g 2 ,e 2 )), 
ou (w u ti) e H et fe, e,) e Sp(W). 

(**) En effet, la representation unique (p^,,S) du groupe H peut se prolonger dans H »S p(W), notee par Q^, 
alors ^Vls^w) - <^y est la representation de Weil associee a if/. 

En utilisant le point (★★) ci-dessus, pour chaque A £ si on note 5fa^(5^(W)) = Ga et Ga l'image 
reciproque de Ga dans 5 p(W), alors la representation £2^ H> ^ = c - Ind^*^ 1 ■ if/ ■ 1 est une representation du 

groupe H xGa satisfaisant h>4 q^\h - Pf - Done la representation Q . //xcjlc7 P eut prolonger en la representation 
de Weil du groupe 5 

Si on prend A = un lagrangien maximal, alors on obtient un modele de Schtidinger realise la representation u)^,. 
Si on prend A = un reseau tel que A = A ± , alors on obtient un modele latticiel realise aty. 
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Soient {Hi,Hq) une paire reductive duale de S p(W), et H\,Hi leurs images reciproques dans S p(W), on voit 
que H\Mi sont commutant l'un de l'autre. On note < R UJ<t (H) — {Jr e lrr(H)\ tel que Hom^-(w^,7r) + 0} pour H un 
sous-groupe ferme de S p(W). 

Theoreme 9.3 (Howe, Waldspurger). Si F est local non archimedien de caracteristique residuelle + 2, alors 
flu AH\ X Hi) est le bigraphe forte d'une bijection entre < R 0J ^{H\) et fi^iHi). 

Remarque 9.4. Si les groupes Hi satisfont aux conditions : Hi Hi x p&, par la definition de la representation de 
Weil du groupe S p(W), on sait que si Wi G H^AHi), ilfaut que n\ st m ® Id^ 8 pour telle representation iij G Irr(//,) 
et V unique representation Id^ 8 du groupe p%, done cd^h^Hi est aussi une representation de bigraphe forte. 

10. Un sous-groupe intermediate T de Mp(W) 
Dans cette sous-section, on designe par F un corps non archimedien de caracteristique impaire. 

Soient D un corps, muni d'une involution t, F le corps commutatif forme des points fixes de t, W un espace 
vectoriel de dimension finie sur D, muni d'un produit e-hermitien (, )( oil e — +1). On designe par U(W) le groupe 
unitaire de (W, (, )) et par GU(W) le groupe de similitudes unitaires de (W, (, )). On note G m le groupe algebrique 
multiplicatif. 

On peut regarder U(W) ou GU(W) comme schemas en groupes de la fa5on suivante : on designe par Alg F la 
categorie des F-algebres commutatives unitaires, par Gr la categorie des groupes. Soit A un element de Algf, on 
note Da = D ®f A, Wa = W ®f A. Da est une F -algere munie d'une r-involution : r(d ® a) = r(d) ® a, pour 
d G D,a G A et le A^-module Wa est muni d'une structure e-hermitienne : (w; ® a,-, Wj ® af)A - (w;, Wj) ® a,flj. 
Alors GU(W)(resp. U(W)) est le foncteur de Algf dans Gr defini par 

GV(W)(A) = {g G GL(W A )|<gw fl , = ^fe)<w fl , w' a ) A pour tous w fl , < 6 W A et un element A(g) de Z^} 

(resp. U(W)(A) = {g e GL(W A )\(gw a ,gw' a } A = <w fl , <>>i pour tous w fl , w' a e Wa}). 

On sait que U(W), GU(W) sont des F-groupes algebriques. Par definition, on a C/(W) = U(W)(F) et GU{W) = 
GV(W)(F). 

Proposition 10.1. On a une suite exacte des schemas en groupes 

1 — > UiW) GU(W) G m —> 1. 
Demonstration. Ceci decoule de [ [KMRT], Page 346, Sequence (23.4)]. □ 
Soient F une cloture separable de F, Gal = Gal(F/F ) le groupe de Galois de F/F. On a une suite exacte 

1 —> U(W) —> GU(W) F x //'(Gal, U(W)) H\G<A,GU(W)) //'(Gal, G,„) = 1. 

Lemme 10.2. 5/ on a la decomposition de Witt W — Vh ffi W avec Vh — mH oil H est le plan hyperbolique 
e-hermitien sur D et W° est un espace anisotrope, alors on a la suite exacte suivante : 

1 — > UiW) — > GU(W) A(GU(W )) 0. 

Demonstration. Soit g G GU(W), W = g(Vn) ffi g(W°) est aussi la decomposition de Witt de W. D'apres le 
Theoreme de Witt [cf. [MVW], Page 6], il existe un element go G U{W), tel que g(W°) = go(W°), il en resulte 
que gQ l g G GU(W°) et A.(gQ l g) = A(g). Done on a montre que A(GU(W)) c A(GU(W )). II reste a montrer que 
e'est tout. Rappelons que le plan hyperbolique e-hermitien H egal au D-espace vectoriel a droite D x D muni du 
produit e-hermitien {(d\,d2), (d' v d' 2 )) = T(di)d' 2 + eT(d2)d[. Ainsi, A(GU(H)) = F x , Par la suite exacte ci-dessus, 
on sait que A(GU(W )) est un sous-groupe de F x , il en resulte que si on prend un element A G A(GU(W )), 
alors il existe des elements go G GU(W°) et g H G GU(H) tels que A(go) = A(g H ) = A. Done on peut regarder 
g = go X gn x • ■ ■ x gn comme un element du groupe GU(W), de plus, on voit aisement que A(g) = A, ceci termine 



la demonstration. □ 
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Proposition 10.3. (1) Si D = F, e = -1, U(W) = S p(W), GU(W) = GS p(W), alors on a une suite exacte 

1 — > Sp(W) — >GS/>(W) F x 1. 

(2) Si D — F, e — 1, U(W) — O(W), GU(W) — GO(W), supposons que on a la decomposition de Witt W — 
W° ffi mH ; alors 

( i) si dinif W° — 0, 3, 4, alors on a une suite exacte : 

1 — > 0(W) — > GO(W) F x — > 1. 

( ii) si dirm? W° — 1, alors on une suite exacte : 

1 — * 0(W) GO(W) F x2 1. 

(Hi) si dimf W° = 2, c/onc W° = ot< £ est une extension quadratique de F et f 6 F x modulo N£/f(E x ), 
alors on a une suite exacte : 

1 — -> O(W) GO{W) N E/F (E X ) 1. 

(3) Si D = E est une extension quadratique de F, e — +1, alors on a des suites exactes 

1 U(W) GU(W) F x — » 1 si n pair , 

et 

1 — > U(W) GU(W) N E/F (E X ) -^>\sin impair . 

(4) Si D est I'unique corps de quaternions sur F, e = 1, alors on a une suite exacte 

1 — > t/(W) — > G?7(W) F x — > 1. 
f5j 5/ D est I'unique corps de quaternions sur F, e — —1, alors on a une suite exacte 

1 U(W) — > Gt/(W) F x — > 1. 

Demonstration. Par le Lemme 10.2, en fait, le morphisme /I est defini sur le groupe de Witt-Grothendieck. 

(1) C'est bien connu. 

(2) Par [[MVW], Page 7], on connait les espaces quadratiques anisotropes a isomorphisme pres : (i) F(a) pour a e 
F x modulo F xl , de dimension 1, en ce cas A(GU(W)) = F x2 ; (ii) E, E(f) pour chaque extension quadratique E/F, 
munie de la norme sur F, et / e F x n'est pas norme d'un element de E, done en ce cas A(GU(W)) = Ne/f(E x ) ; 
(iii) D°(a) on D oil D est I'unique corps de quaternions sur F, muni de la norme reduite, D° etant le sous-espace 
des elements de trace nulle de D, et a € F x /F x2 . Done en ce cas, A(GU(W)) = N / f -(D x ) = F x . 

(3) Dans ce cas, t est de seconde espece, on a une bijection entre les espaces e-hermitiens et les espaces hermitiens. 
Par les enonces de [[MVW], Page 7], les espaces hermitiens anisotropes sur E sont classifies de la facon suivante 
(i) E , E(f) ou / 6 F x n'est pas norme d'un element de E. (ii) D. Done en le cas (i), A(GU(W)) = Ne/f(E x ) ; en 
le cas (ii) A(GU(W)) = F x , on a trouve le resultat. 

(4) Par les enonces de [[MVW], Page 7], il existe un seul espace anisotrope sur D, et A(GU(D)) = Nd/f(F> x ) = F x . 

(5) D'apres le Theoreme d'orthogonalisation, onaff^ ffi" =1 D(a,). Pour chaque element a E F x , le resultat dans 
[[Sc], Page 364] a montre qu'il existe un element d' a e D x tel que d'*a;d' a — aat. L' element 6 a - d a x • ■ ■ x d n a 

n 

appartient a GU{W) et satisfait a A(6 a ) = a, done A(GU{W)) = F x . a 

Soient W un espace symplectique sur F, W = W\ <8>d W2 une decomposition en produit tensoriel, donnant 
{U(W\), UiWi)) une paire reductive duale irreductible de S p(W). On definit un sous-groupe intermediaire T de 
S p(W) de la facon suivante : 

r = {(gugz)\gi e GU{Wi),g 2 e GU(W 2 ) tels que A(g lg2 ) = 1}. 
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On a F application canonique 

T -U Sp(W);i(gug 2 ) i — > gi ®gi- 
On note F (resp. F) l'image reciproque de i(T) dans S p(W) (resp. S p(W)). 

Theoreme 10.4. Soient (W, (, }) un espace symplectique sur le corps non archimedien F avec une decomposition 
en produit tensoriel W = Wi ®d Wz, T le sous-groupe intermediaire, F (resp. T) leur image reciproque dans 
S p(W)(resp. Sp(W)); alors F, F sont scindes au-dessus de T sauf si W — Wi ®p W2 ou W\ est un espace 
symplectique sur une extension F' de F, et dinif < W2 impaire. 

D'apres [[MVW], Page 52, Lemme], il suffit de considerer les paires duales de type 1 dans le Theoreme 8.7. 
Nous posons 

A r = U(gi) = ^fe)- 1 fei,g 2 )er}, 

done il existe une suite exacte 

— > U(Wi) x U(W 2 ) — -> T A r — -> 1 

(g\,gz) 1 — > <t(gi) 

En utilisant la suite exacte d'Hochschild-Serre : 

» H 2 (A r ,pz) — » H 2 (r,fi s ) — » // 2 (t/(Wi) x l/flVy.rtO — » ■ ■ • 

D'apres le Theoreme 8.9, la restriction a U(Wi) x t/(W2) de la classe [c« fl0 ] est triviale ; ainsi on peut choisir un 
2-cocycle c de [cr 00 \ tel que 

c(r,r') = c Ar (A(r),A(r')) ■■■(!) 

pour un 2-cocycle ca f dans H 2 (Ar,n&). 

(★) Si on peut trouver un sous-groupe Fi de F tel que A(Ti) = Ap et que la restriction de [c] a F\ est 
triviale, alors [c Ar ] est aussi triviale, done [c] l'est aussi. 

Lemme 10.5. Si W\ ou W2 est un espace hyperbolique, alors les extensions F, T sont scindees au-dessus de F 

Demonstration. On peut supposer que W2 = nH oil H est le plan hyperbolique sur D, on a alors W\ H = W\®oH *-* 
®yW\„ - W\ ®d W2; w 1 — > (w)'j. Soit r^, le sous-groupe intermediaire attache a W\ H . On a un morphisme de 
groupes 

r w . ^r ;r ^(r)^. 



L'image est un sous-groupe de F satisfaisant aux conditions du point (★) ci-dessus, notee par Fi . Notant Tw lH (resp. 
Ti) l'image reciproque de F WlH (resp. Fi) dans Sp(W\ H ) (resp. Sp(W)). D'apres le Lemme 8.8, on a un morphisme 



Si Fw ]H est scinde au-dessus de Fw, H , on trouve une section-morphisme Fj — > Fi, d'oii le resultat. Ainsi, il suffit 
de supposer W = W\ <8d H. D'abord, supposons que H est le plan hyperbolique hermitien a gauche sur D, muni de 
la base hyperbolique {e\,e*} ; si W2 — ai<?i + fl2<?* 6 H, w' 2 = b\e\ + b2e* e H, on a 



(wi,w\) 2 = air(b 2 ) + a 2 T(bi) = (01,02) |j o) T ((^2 ) 
Notant que g = e GL2(D) agit sur W2 = *ei + ye* e H par g ■ W2 = (x,y) ^ ^ j, alors g e GU(H) 



si et seulement si 



a M/0 l\/r(o) r(c)\ /0 1 

c dill 0j\T(b) r(d)J (8> \1 OF 
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II en resulte que A(g) e F x et |^ /1(g)) 6 GU{H). Done on a la sui 



suite exacte 

1 — » f/(#) — > GU(H) F x — > 1. 

On a meme une section, i.e. un homomorphisme 5 : ,F X — > GU(H);a i — > |j qui satisfait a /I o s = . On 

voit aisement que le meme argument est aussi vrai si H est le plan hyperbolique anti-hermitien sur D. Ainsi, on 
peut definir un sous-groupe Fi de T ou 

Ti - {(gugi) 6 Gf/(W0 x ar(F x )W*i) = Ate)" 1 }. 

L'image de Ti dans le groupe S p(W) est liee a un sous-groupe de Borel. Cela implique que la restriction de [cR ao ] 
a Ti est triviale. Par le point (★) ci-dessus, on obtient le resultat. □ 

Lemme 10.6. Si W\ est un espace symplectique de dimension 2n et que Wi est un espace orthogonal de dimension 
2m sur F, alors les groupes T, T sont scindes au-dessus de Y. 

Demonstration. C'est une consequence du Lemme 10.5. □ 

Lemme 10.7. Soient D — E une extension quadratique de F, W\( resp. W2) un espace hermitien (resp. anti- 
hermitien) anisotrope sur E ; alors les groupes T, T sont scindes au-dessus de T. 

Demonstration, (i) Si dim£(Wi) = 1, W\ = E(f) ou/= lou/eF x \ Ne/f(E x ). La forme associee est definie 

par (61,62)1 = fe\e2- On a une application bijective F-lineaire W = E(f) ® £ W2 Wi\e ® W2 1 — > ew2- Si 
e\ ® W2, e\ ® w' 2 e W, on a 



(d ®w 2 ,e\ ®w' 2 ) w = Tr E i F {(eue[)i(w2,w' 2 ) 2 ) = Tr E/F (fe~[e[{w 2 ,w 2 )2) 



7 par definition 



= TrE/F(fe\(w 2 ,w 2 ) 2 ei ) = TrE/F(f(e\w 2 ,e[w 2 )2). 

Done si on munit Fespace W2 de la forme symplectique (, )' 2 = Tr £ / f (/(, >2), alors l'application b ci-dessus est une 
isometrie. Rappelons : 

T = {{gugiHgi 6 E x ,g 2 6 GU(W 2 ), tels que A( 8l )A(g 2 ) = 1} 

et 

r^s P (w,(,))^Sp(W' 2 ,(,y 2 ). 

On note par ;' le morphisme compose. Ainsi, on peut voir aisement que ;(F) = iiU(W\) x U(W 2 )), done F, f sont 
scindes au-dessus de T en ce cas. 

(ii) Si dim £ (W2) = 1, W 2 - E(f) ou / = 1 ou / e F x \ N E/F (E X ). On peut prendre un tel element u e E x 
satisfaisant a uju = -1, tel que la forme anti-hermitienne soit donnee par la formule suivante : 

(e 2 , e' 2 }2 = u fe2e' 2 pour e 2 , e' 2 e E. 

On a 

W = Wi ® £ E(f) * Wi. 

Rappelons la definition de la forme (, )w : 

(wi ®e 2 ,w\ ®e' 2 ) w = TxE/f {{wi,w\)\{-ufeie 2 )) = Tv E/F (-uf(e2Wi,e' 2 w' l ) l ). 
Nous pouvons identifier W a W\ par munir W\ de la forme Tr E / F (-uf(, )i). II en resulte que 

i(T) = i{U{W x ) x U(W 2 )) 
ou i : F — > S p(W\,Tr E / F (-uf(, )i)), done T, f sont scindes au-dessus de T. 

(iii) Si dim^ W\ = &im E W2 = 2, done W\ - D et W2 - D ou D est le corps des quaternions sur F. Soit E = F(i) 
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avec i 2 = -a, choisissons un element j de D tels que j 2 = -[}, ij = -ji = k, de sorte que {1, i, j, k] forme une base 
de D. On note - la conjugaison canonique de D. Par hypothese, W\ - D = E + jE muni de la forme 

<ei + je 2 ,e\ + je' 2 )\ = Tr D /E ((<?i + je 2 )(e\ + je' 2 )j = ~e[e\ + y8e2<? 2 

ou Tv D j E {ei + je 2 ) := e\. D'autre part, W 2 - D = E + Ej, et il existe un element u de E satisfait a if ' ju = -1 ou 
Gal(E/F) = (cr), tels que la forme anti-hermitienne sur D soit definie de la facon suivante : 

<<?i + e 2 j,e\ + e' 2 j) 2 = Tr D/E (u(e x + e 2 j)(e\ + e' 2 jj) = u(e x e\ +pe 2 e' 2 ). 

Rappelons que la F-forme associee a W = W\ ® W 2 soit definie de la facon suivante : 

{w\ ® w 2 , w\ ® w' 2 ) = Ti E /f ((wi, w\)(w 2 , w' 2 ) 2 ^ 

= Tie/f ( - u(a[a\ + paia' 2 ){b 2 b\ + /3b' 2 b[j) 

= Tie/f ( _ u(7T[bia' l b 2 + fSaib'^b'^ + Ti E /f ( - up(aib <\a' 2 b 2 + Paib'^a'^b'^ 
ou w\ = a\ + ja 2 , w\ = a\ + ja' 2 e W\\ w 2 = b\ + b\ j, w' 2 -b 2 + b' 2 j e W 2 . 

On sait que W = W\ ® E W 2 - D ® E D (E + jE) ® £ D =s D © D comme F-espace. Pour montrer que ceci sont 
aussi isometriques, il suffit de munir l'espace D ffi D de la forme symplectique ci-dessous : 

(, >o®o = Tr £/F (Zh) + Tv E/F ((3Zh)- 
Soit Ti le sous-groupe de D x engendre par E x et (j). Par definition, on peut identifier H a un sous-groupe de T. 
De plus A(Fi) = (A(E X ), A(j)) = (N E/F (E x ),/3) = F x . Rappelons l'application Ti <-> T -U S p(D © D). Si e e E x , 
/((e, e -1 )) = 1 ; Si on prend j e F\, on peut voir aisement que i(0'> J -1 )) est dans un sous-groupe parabolique 
minimal de S p(D ffi D). Comme Fi est engendre par E x et /, de plus ;' est un homomorphisme de groupes, il en 
resulte que z'fTi) est dans un sous-groupe parabolique minimal de S p(D ffi D). Done la restriction de [cR ao ] a Ti est 
triviale ; utilisant le point (★), nous obtenons le resultat. □ 

Lemme 10.8. Si D est V unique corps de quaternions sur F etW\ = D, alors les extensions T, T sont scindees sur 

r. 

Demonstration. Rappelons que la forme hermitienne sur D est donnee par (d, d')\ = T(d)d' ou r est Finvolution 
canonique de D. On note 

Fi = «g,g- l )]g e D*}. 

Ti estun sous-groupe dersatisfaisantaupoint(*).D'apresleTheoremed'orthogonalisation,ona W 2 - ffi" =1 (a,)D. 
D'apres le Lemme 8.8, on se ramere au cas dim D W 2 = 1. Dans ce cas, l'espace W est isometrique a W 2 en 
munissant W 2 de la forme (, )' 2 = Tr D / F (t((, >2)). L' action de Fi sur W 2 est donnee par la formule suivante : 

d i — > gdg~ l pour (g, g~ l ) e Pi , d e W 2 - D. 

On prend une base {\,i,j,k = ij) de D. Par la theorie des nombres, F x est engendre par F x2 ,N D / E (i),N D / E (j). 
Notant t : T — > S p(W 2 , (, )' 2 ). On pose 

Ti.o = (r = fe^') 6 niNo/Kg) E F xl ). 

L'image de Fi o dans S p(W 2 , (, )' 2 ) est dans celle de U{W\) x U(W 2 ). Soit Ti i le groupe engendre par (z, z' _1 ) et 
(j, j -1 ). L'image de Fij est dans un sous-groupe de Borel de S p(W 2 , (, )' 2 ). Considerons le groupe intermediaire T\ 
engendre par T^o, i, j- On a une suite exacte 

i — » r li0 — » r; — » r\/r uo - f x /f x2 — » 1. 

Par le me me argument du point (★), on voit que Fj est scinde au-dessus de Fj, d'ou le resultat. □ 
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La preuve du Theoreme 10.4 
D'abord, on a les decompositions de Witt, W\ - m\H © et W 2 = m 2 H © oil W® et W? sont anisotropes. 
Si W° = ou W" = 0, on deduit le resultat du Lemme 10.5. Si W" + et W° # 0, on a une application 
W° = W" ® D W 2 ^ W = W" ®d VK" © (W° <8> D m 2 H © myH® D W^®m y H® m 2 H). On peut definir un sous-groupe 

Ti = {(gug2)\gi e GC/CW?),^ E GC/(W£) tels que A( gl )A(g 2 ) = 1). 

D'apres la demonstration du Lemme 10.2, on sait que F est un sous-groupe de U{W\) x U(W 2 )T\. II suffit de 
considerer le groupe intermediaire U(W\) x U{W 2 ) • Ti . Par le meme argument du point (★), on est reduit a traiter 
le groupe Fi . D'apres le Lemme 8.8, on est done ramene au cas W = W° ® D W°, et paries lemmes 10.6 a 10.8, on 
trouve le resultat dans ces cas. Ceci termine la demonstration. 

Remarque 10.9. Dans le Theoreme 10.4, nous excluons le cas : 

W — W\ ®f> W 2 ou W\ (resp. W 2 ) est un espace symplectique (resp. orthogonal) sur une extension F' de F, de 
dimension 2n ( resp. 2m — I) avec n > 1 , m > 1. 

Dans ce cas, on a vu que V image reciproque de Sp(W\) dans S p(W) (resp. S p(W)) est egale a S p(W) (resp. 
S p( W)) ; a fortiori, le groupe intermediaire Y( resp. V) n 'est pas scinde au-dessus de F. 

Proposition 10.10. Soit W — W\ ®p> W 2 un espace symplectique sur F', ou W\ (resp. W 2 ) est un espace symplec- 
tique ( resp. orthogonal) de dimension 2n ( resp. 2m — 1 J avec n > 1 et m > 1. On note GS p(W\) chaque extension 
du groupe de similitudes par C x tel que GS p(W\) contient S p{W\) comme un sous-groupe. 
On definit 

f 1/2 = {(g,h) e GTpiWi) x GO(W 2 )\X(g)A(h) = 1} 

_ _ 1*1 

ou A est le morphisme GS p(W\) — > F x . Alors on a un morphisme de groupes F? S p(W);((g,e),h) 1 — » 
(g ® h, e) pourg e GS p(Wi), eeC x ,he GO(W 2 ), et A(g)A(h) = 1. 

Demonstration. Soient {ei, ■ • • , e n ; e*, ■ ■ ■ ,e*} une base symplectique de W\, X (resp. X*) le lagrangien engendre 
par les e,- (resp. ef), [f\ , ■ • ■ , f 2m -\} une base orthogonale de W 2 sur F ' . On sait que W — X ® W 2 © X* <g> W 2 (resp. 
W\ = X®X*) est une polarisation complete. Sous les polarisations ci-dessus, on sait que le groupe GS p(W\) (resp. 
GS p(W)) est engendre par Sp(W\) (resp. Sp(W)) avec F x . On designe par cw le 2-cocycle associe au groupe 
S~p(W) lie a if/ et X* ® W 2 [cf. [MVW], chapitre_l ou [Kud]]. 

(i) Sp(W\) x 0(W 2 ) est un sous-groupe de IX D'apres le Theoreme 8.9, on prend le 2-cocycle cw, de 
H 2 (Sp(Wi)X x ),ielque 

5>(Wi) A S~p(W); 
g=(g,e) 1 * (g® l,e), 

definit un homomorphisme de groupes, i.e. c Wi (g\,g 2 ) = cwigi ® l,g2 ® 1) P our gi,g2 6 Sp(W\). Comme 0(W 2 ) 
est un sous-groupe du groupe parabolique P(X* <g> W 2 ), on a un morphisme 

0(W 2 ) A S~p(W); 

h 1 — > (1 ® /z, 1). 

II s'ensuit que 

si((g, e))s 2 (h) = (g® l,e) -(1 ®M) = (g®h,c w (g®\, \®h)e) = (g®h,e) = i^(g,h). 

Par le resultat de Waldspurger, on sait que si(g) commute avec s 2 (h), done i l\s~ P (w i )xO(w 2 ) es * un homomorphisme 
de groupes. 

De plus, soient g\ = (g\,e\),g 2 = (g 2 , e 2 ) e Sp(W\) et h\,h 2 e 0(W 2 ). On a 

ii((g~ig2,hih 2 )) = ii 2 [(guhi) ■ (g 2 ,h 2 )) = (g^ <8> /i 1 , ei ) • (g 2 ®h 2 ,e 2 ). 



CORRESPONDANCES DE HOWE POUR LES GROUPES DES SIMILITUDES 



25 



II en resulte que 

cwiigugi) = cwigi ®h,g 2 ®h 2 ). 
(ii) On definit A(T*) = {{g t , h) e f i \g, = {g t , e) avec g, = ^ Q °J , pour t e F x , e e C x , h e GO(W 2 )}. 
Si on prend deux elements (g~ tj ,h[) = {{g n , e,), h) de A(H) pour i = 1,2, alors 

h ((g~,„ hd) = (g ti ® hi, q) = ( |q f ^ | , e, j. 



Mi o \ 


M 2 


°) 




'\0 


tihi) 



Done 
De plus 

II en resulte que 



ii-((g tl ,hi))ii_((gt 2 ,h2)) = (g ht2 ®h\h 2 ,e x e 2 ). 

c Wl fe 1 ,g, 2 )=c B ,(g, 1 ®l,g, 2 ®l)=l / \ 

(gh,hi)(g t2 ,h 2 ) = (g h gt 2 ,hih 2 ) = \ig h t 2 ,e\e 2 ),h x h 2 \. 

ii{iight 2 ,eie 2 ),hih 2 )^ = {g ht2 ®h\h 2 ,exe 2 ). 



i.e. n ^ est un homomorphisme de groupes. 

(iii) Soient Q,h) = {{g,e),h) e et (g,h) = (go,h Q ) ■ {g„h t ) avec (go,h Q ) = (teo,e)Mo) e S>W) x 0(W 2 ), 
(g t ,h t ) = ((g t ,l),h t )€A(T 1 2); alors 

z'i((g, ft)) = (g ® A, e) = (go ® /to, e)(gi ® 1) = t'i((So, ^o))u((^, 

(iv) En general, soient (g®, = ((g®, e®),ft®) e F? pour i = 1,2, ou (g«, /z (i) ) = (go (i> ,hf)(g t & ,hf) avec 
(g~o®, = ((4', e®), /t °) 6 ^(WO x 0(W 2 ) et (g ®, hf) = ((g® 1), A®) e A(f*) ; alors 

tfW<g«U«>) = l),ft«)(C^),^)((^, 1),^) 

La restriction du cocycle c w au groupe parabolique minimal est triviale / (i) (j) ,(1)\// (1) (2), (1K-1 (2)\ /,(!)/, (2) \ 
- K<?o ' f )' ft )\\8t Sq \8t ) ' e /»"( "o ' I 

(fe (1) ,D,^ 1) )(fe (2) ,D^P ) ) 



Done 



et 



1 1 



n(^U (0 )) = (g ®^, e®)(g®®ft®,l). 
u ((g^, /t (1) ))u ((g< 2) , /* (2) )) = (4" ® C- ® C ® C ^ (2) )(^ 2) ® C l). 

(« 2) ®« 2) ,l) 

^ (tf^WVO^C^WV^^^'r 1 ) / (1) ^ . (1) d)\ 

(*0 ®*0 J 
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Ceci termine la demonstration ! 



1 1 . Representations de bigraphe forte pour les groupes des similitudes I 

Dans cette sous-section, nous expliquont comment on obtient une representation de bigraphe forte pour les 
groupes des similitudes. 

Supposons que F est un corps local non archimedien de caracteristique residuelle impaire p. Fixons un caractere 
non trivial iff : F — > C. Soient W un espace symplectique de dimension 2n sur F, co^ la representation de Weil du 
groupe S p(W) . Si H est un sous-groupe reductif de S p(W), nous notons H son image reciproque dans S p(W) . 

On designera par A un groupe abelien fini d'ordre n avec 2\n, et (p, n) = 1. 

Soient D un corps de centre F', F' une extension finie de F, W = W\ ®d W2 une decomposition en produit 
tensoriel. Ainsi (U(W\), U(W2)) est une paire reductive duale irreductible de Sp(W); nous notons T le groupe 
intermediaire associe. On a une suite exacte 

1 — -> u(Wi) x u(w 2 ) — > r A r — -> 1 

ou A r = {A(gi) = A(g2)~ l \(gi,g2) 6 rj est un sous-groupe de F >x . On a aussi les suites exactes 

1 — » U(Wd — » GU(Wd -±> Aaam — » 1, 
ou Acu(Wi) est un sous-groupe de F x contenant A r .On notera 

G r f/(W,) = l'image reciproque de A r dans GU(Wi). 



(i) Tout d'abord, supposons que W = W\ ®d W2 n'est pas le cas dans la Proposition 10.10. D'apres le Theoreme 
10.4 , l'extension T est scindee au-dessus de T, on peut obtenir un homomorphisme qui n'est pas unique en general 

r Jp(W). 

Done on obtient une representation lisse du groupe F par restriction de la representation de Weil a F, on note 

cette representation de Y. 

Pour les groupes, on a les relations suivantes 

G T U(Wi)/U(Wi) - A r 

et 

T/U(Wi) x U(W 2 ) - Ar- 

D'apres la Proposition 10.3, Ar = F x ou F 2 ou bien Ne>/f'(E x ) avec E' 'IF' une extension quadratique, il en 
resulte que F' x /A r est un groupe abelien de cardinal fini. 

De plus, par defintion, G r U(Wd D F' x U(Wd et G r U(W i )/F' x U(W i ) est un groupe abelien de cardinal fini. 
Theoreme 11.1. Si on definit 

alors n est une representation de bigraphe forte. 

Demonstration. Ceci resulte du Theoreme 7.4. □ 



CORRESPONDANCES DE HOWE POUR LES GROUPES DES SIMILITUDES 



27 



(ii) Soit W - W\ ®f> W 2 un espace symplectique sur F' oil W\( resp. W 2 ) est un espace symplectique (resp. 
orthogonal) de dimension 2n ( resp. 2m - 1) avec n > 1 et m > 1. On a une suite exacte 

1 —>Sp(Wi) — > G5p(Wi) — * F' x — * 1. 
On deduit de la suite exacte de Hochschild-Serre 

> H 2 (F' X ,A) — > H 2 (G5/?(W!),A) // 2 (5/?(Wi),A) — > • • • 

] de 

On a une suite exacte 



9 A 

Prenons un element [c] de H A (GS p{W\), A) tel que d([c]) = [cR a „]. La classe [c] determine un groupe GS p (Wi). 



1 _> 5/(^0 -» Gs/ W ) A~ Vo = F'x — 1. 
Nous pouvons definir un sous-groupe intermediate 

f A J = {(J, A) e GS P A {W X ) x GO(W 2 )|l®i(/z) = 1}. 
Considerons F application H 2 (GS p(Wy),A) — > H 2 (GSp(W{), C x ), l'image de [c] determine le groupe GSp(Wi). 
Done on peut regarder GS p (W{) comme un sous-groupe de GS p(W\). II en resulte que r A ? est un sous-groupe de 
defini dans la Proposition 10.10. Done d'apres la Proposition 10.10, on peut obtenir un morphisme de groupes 

T A 2 -^Sp (W). 

Grace a ce morphisme, on obtient une representation lisse du groupe F A J par restriction de la representation de 
Weil, notee p^. Par suite, on a des suites exactes 

1 — » S>Vi) x 0(W 2 ) — » f Ai 2 -i» A p i — » 1 

et 

1 — » 0(W 2 ) — » G<9(W 2 ) A C0( w 2 ) — » 1. 

—4 1 ~y 1 

Par definition, A^i c A G0(M / 2 ) c A — -* - F x , nous noterons G r "(9(W 2 ) (resp. G r 1 S p (W\)) l'image 
reciproque de Api dans GO(W 2 ) (resp. GS p (Wi)). Pour les groupes, on a les relations 

G H S>Vi)/S>Vi) - G F4 G(W 2 )/G(W 2 ) * r**/SpVi) x 0(W 2 ) - A p , . 
D'apres la Proposition 10.3, les groupes F^/A^ , ou G r4 G(Wi)/F' x G(Wi) sont abeliens d'ordre fini. 
Theoreme 11.2. Si on definit 

tt- r i„iG fAj S~p A (W 1 )xG TAl 0(W 2 ) 

n = c - ind , pa, 
alors n est une representation de bigraphe forte. 

Demonstration. Ceci decoule du Theoreme 7.4. □ 

Remarque 11.3. Pour presenter simplement le resultat, nous notons aussi G r U(W\) x G r U(Wi) (resp. F) repre- 
sents G^ 1 S p A {W\) X G^ 1 0(W 2 ) ( resp. T A J ) en cas (ii) ci-dessus. 

Remarque 11.4. (1) La definition de n depend du choix de I'homomorphisme Y — > Mp(W), pour obtenir une 
correspondance interessante, il faut choisir le morphisme approprie T — > Mp(W). 

(2) Pour le modele realise la representation de bigraphe n du groupe G T U(W\) X G r U(W 2 ), nous indiquons une 
voie possible : le premier etape, on peut essayer de ecrire le modele realise la representation du groupe in- 
termediaire T qui est une extension de U(W\) X U(W 2 ) par un groupe abelien Ar en utilisant les demonstrations 
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des Lemme 10.5 — Lemme 10.8 et de la Proposition 10.10 ; le deuxieme etape, utilisons la technique canonique en 
representation locale pour trouver finalement un modele de c - Ind^ c/(Wl)xG u( - w ^ p^. 

Remarque 11.5. Si W = W m © W {2) avec W (i) = Wf ® m Wf, on sait que {U(Wf ] ) x U{Wf\ U(W ( 2 r> ) x 
t/(W^ 2) )J est une paire reductive duale de S p(W), en ce cas, on prend les groupes intermediaires T w et construit les 
representations 7T W de bigraphe forte des groupes G r< ° U(W ( f) X G r< " U(W ( f) pour i = 1,2. D 'apres la Proposition 
7.1, n\ X7t2 est aussi une representation du bigraphe forte du groupe (g tW U{W^ } )xG Ym UiWf'^XyG^ UiW^X 
G r<2> f/(wf ) )). 

11.1. Exemples I. : Reprenons les notations au debut de cette sous-section. Supposons qu'on a des decomposi- 
tions de Witt Wi = W9 © m,7/, avec Wf un espace anisotrope et Hi le plan hyperbolique. 

11.1.1. Cas (1). Soient D = F', e x = -1, e 2 = 1, U(Wi) = Sp(W x ), U(W 2 ) = 0(W 2 ); GU(W X ) = GSp(W x ), 
GU(W 2 ) = GO(W 2 ). 

(i) . dim F , W° = 0,4, T = {(g,h) e GSp(W x ) x GO(W 2 )\A(g)A(h) = 1}, A r = F' x , G r Sp(Wi) = GSp{W x ), 
G r O(W 2 ) = GO(W 2 ). Done n = c- ln^ s p(Wl)xGO(Wl) est une representation de bigraphe forte. 

(ii) . dim F , W 2 ° = 1, T A := f Al 2 = {(g,h) e GSp A (W l ) x GO(W 2 )\A(g)A(h) = 1}, A p . = F x \ 
GSp A + {Wi) := G fA *S~p A (Wi) = (g e GYp A (Wi)\A(g) e F x2 }, G f4 <9(W 2 ) = GO(W 2 ). Done 
n = c - Ind^f p+(w ' l)xC0(W2) p (/ , est une representation de bigraphe forte. 

(iii) . dinip W® = 2, W® = E'(f) ou E' est une extension quadratique de F' , f — 1 ou / e F'\Ne> /f'(E x ). 
r = {(g,h) e GSp(W0 x GO(W 2 )\A(g)A(h) = 1), A r = N E , /F ,(E' X ), GSp + (W x ) := G T Sp(W x ) = {g e 
GS p(Wi)\A(g) e N E , /F ,(E' X )}, G r O(W 2 ) = GO(W 2 ). Done n = c - i nd GS p + m)xGO(w 2 ) ^ gst ung repr< s sentation de 
bigraphe forte. 

(iv) .dimpvW° = 3, T A := F A 5 = {(g,h) e GSp A {W x ) X GO(W 2 )\A(g)A(h) = 1), A r = F' x , G rA S~p A (Wi) = 
GYp A (Wi), G rA 0(W 2 ) = GO(W 2 ). Done n = c - lnd^ p 0fi)xGO(W 2 )^ gst ung repr6sentation de bigraphe forte. 

11.1.2. Cas (2). Soient D - E' une extension quadratique de F', F = {(g, h) e GU(W\) x GU(W 2 )\A(g)A(h) = 1}. 

(i) . Si dim £ - Wi et dim E , W 2 sont paires. En ce cas, A r = F' x , G r U(Wd = GU(Wd, n = c- Ind£ tW)xGW2 % 
est une representation de bigraphe forte. 

(ii) . Si dim £ - W u dim E , W 2 sont impaires, A r = N E , /F ,(E' X ), G r U(Wd = GU(Wd, n = c- Jnd Gum)xGU(W2) p^, est 
une representation de bigraphe forte. 

(iii) . L' autre cas, supposons que dim £ ' W\ est paire et dim £ - W 2 est impaire. A r = N E >/ F >(E' X ), GU+(W\) := 
G r U(Wi) = {g e GU(Wi)\A(g) e N E , /F ,(E' X )}. G r U(W 2 ) = GU(W 2 ). Done n = c- lnd^ UAWl)xGU(W2) p^, est 
une representation de bigraphe forte. 

11.1.3. Cas (3). Soient D l'unique corps de quaternions sur F', G r U(Wi) = GU(Wd- Alors n = c - 
Ind G£/(w ' l)xG£/(w ' 2) p^ est une representation de bigraphe forte. 

11.1.4. Cas (1)'. Soient D = F', e x = -1, e 2 = 1, U(Wi) = Sp(Wi), U(W 2 ) = 0(W 2 ) ; GU(Wi) = GS p(W\), 
GU(W 2 ) = GO(W 2 ). 
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(i) '. Si diirif/ W 2 est paire. 

Pour chaque une extension quadratique E' de F' , on definit : G E S p{W\) — [g e GS p(Wi)\A(g) e Ne'/f'(E x )}, 
G E '0(W 2 ) = [h € GO(W 2 )|A(/i) e N £7f ,(£ , ' x )}, et un autre sous-groupe intermediaire Y E ' = {(g,h) e 

G E 'S p(Wi) x G E ' 0(W 2 )\A(g)A(h) = 1} de T. Mors n E ' = c - lnd^', Sp(Wl)xGl! ' 0m) est une representation de 
bigraphe forte. 

(ii) '. Si dhri/f W 2 est impaire. 

Dans ce cas, on definit : 6Yp A (Wi) = (g e G5p A (Wi)|l@ e F' x2 }, GO + (W 2 ) = {h e GO(W 2 )\h e GO(W 2 )A(h) e 
F x2 }, un autre sous-groupe intermediaire = {(g,h) e G5p^(W0 x GO + (W 2 )|l@i(/i) = 1} def A i. Mors 
7T+ = c - Ind^ / f / ' +<Wl)xG0+(W ' 2) p^| r ,j est aussi une representation de bigraphe forte. 

11.1.5. Cas (2)'. Soit D - E' une extension quadratique de F' . Si on definit GU E '(Wi) = {g e GU(Wi)\A(g) E 

N E , /F ,(E' X )}, T E ' = {(g,h) e GU E ' (Wd\A(g)A(h) = 1), alors n E ' = c- Ind^ £ ' (w ' l)xGf/i? ' (w ' 2) p^lr^ est aussi une 
representation de bigraphe forte. 

12. Representations de bigraphe forte pour les groupes des similitudes II 

Dans cette sous-section, en suite a considerer comment on obtient une representation du bigraphe forte pour les 
groupes des similitudes, on va traiter les cas non scindes. 

Reprenons les notations au debut de la sous-section 11. 

(i) Supposons que W = Wi <8>d W 2 n'est pas le cas dans la Proposition 10.10. Rappelons la definition du groupe 
intermediaire 

T = {(g,h) e GU(Wi) x GU(W 2 )\A(g)A(h) = 1). 
D'apres le Theoreme 10.4, l'extension F est scindee au-dessus de T, et on obtient une representation lisse du groupe 
F par restriction de la representation de Weil a F, on la note p^. De plus, pour chaque groupe Gt/ A (W,), on a les 
suites exactes 

1 — > U A (Wd — » Gu\Wi) -i* A-, W) = A GU(Wt) — > 1. 

On notera 

f A = {(g,h) e GU A (W X ) x GU A (W 2 )\A(g)l(h) = 1), 

done on a la suite exacte 

1 — » U A (Wi) x U A (W 2 ) Y A Ap, = A r — > 1. 

On notera 

G r U A (Wi) = l'image reciproque de Af A par l'application de A. 
Evidemment, on a un homomorphisme 

f A -A GU(Wi) x GU(W 2 ); 
son image est T. Done on obtient une representaion p^\f A de F A , notee ~p^. 
Theoreme 12.1. Si on definit 

n = c-\n£ T * VA ^ cfAVA{w *p,, 
alors n est une representation de bigraphe forte. 

Demonstration. Ceci decoule du Theoreme 7.4 et du Theoreme 14.6. □ 
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(ii) Soit W - W\ ®f' W2 un espace symplectique sur F' oil W\( resp. W 2 ) est un espace symplectique (resp. 
orthogonal ) de dimension 2n ( resp. 2m - 1) avec n > 1 et m > 1. On a deux suites exactes 

1 —tSpiWi) -U GSp(Wi) F' x — > 1, 

et 

1 — » 0(W 2 ) -U GO(W 2 ) A C0( iy 2 ) — » 1. 
On deduit des suites exactes de Hochschild-Serre 

> H 2 (F' X ,A) — * H 2 (GSp(Wi),A) -A // 2 (5/?(Wi),A) — > ••• 

et 

» H 2 (A C0(W2) , A) — > // 2 (GO(W 2 ), A) A // 2 (0(W 2 ), A) —»..-. 

Prenons un element [cgs p ] (resp. chaque [ceo]) de // 2 (G5/?(Wi), A) ( resp. 7/ 2 (G0(W 2 ), A)) tel que i 2 ([c C s P ]) = 

[croo]- La classe [ccs P ] (resp. [ceo]) determine un groupe GS p (Wi)( resp. GO (W 2 )). 
Rappelons que nous avons deja defini un sous-groupe intermediaire dans le cas scinde (ii) 



Grace au morphisme 



T A 2 = {(g,h) e GSp\Wi) x GO(W 2 )\A(g)A(h) = 1). 



r Ai 2 -Z*sp(W), 



on obtient une representation lisse du groupe F A 5 , i.e. — otylp 1 , oil co^, est la representation de Weil du groupe 
S~p(W). 

Dans le cas non scinde , on peut definir un autre sous-groupe intermediaire 

Y A = {(g,h) e GYp A (W 1 ) x Gd A (W 2 )\A(g)A(li) = 1}. 
On a les suites exactes canoniques 

1 — » r p A (W0 — » GSp\w{) -i* A cT ^ W) = F' x — » 1 ■ • -(1) 
1 — » G A (W 2 ) — » G0V2) -±> A- >2> = A C0(1V2) — » 1 ■ • .(2) 

et 

1 — » SpVi) x 0\W 2 ) — > f A — » Ap, — > 1. 

On notera 

G rA Sp (Wi) 1' image reciproque de Aj* par F application /I dans la suite (1), 

et 

G r <9 A (W 2 ) l'image reciproque de Ap, par l'application A dans la suite (2). 
Comme on a l'homorphisme canonique 

1 — > A — > GG A (W 2 ) — > GG(W 2 ) — > 1, 



on obtient un homomorphisme 



r 4 — > G5/(Wi) x G0(W 2 ). 



Son image est T A 2 , ainsi on a une representation lisse p^\f A du groupe r A , notee p^. 

Rappels : pour la representation de Weil oty, on sait que est une representation de bigraphe forte. 

On definit 

O a (W 2 ) = {?eGgV 2 )|1® = 1} 
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d'ou une suite exacte 

1 — > A — > A (W 2 ) 0(W 2 ) — > 1. 
Grace au morphisme p A , on obtient une representation ^l^^^QA^y P ar l a demonstration de la Remarque 7.3, 
^^s'p'iw )xd A (w ) est une representation de bigraphe forte. Par definition 

p ^s'p A (w 1 )xo i (w 2 ) = a) ^s'p A (w 1 )xd A (w 2 y 



Theoreme 12.2. Si on definit 

tt — r — Tni^_ 



alors n est une representation de bigraphe forte. 

Demonstration. Ceci decoule du Theoreme 7.4. □ 

12.1. Exemples II. Soient F un corps local non archimedien de caracteristique residuelle impaire p, F' une 
extension finie de F, et D un corps de quaternions sur F' muni de F involution canonique r. 

(Wi,(, )i)( resp. (W 2 , (, )2)) un espace ei( resp. e2)-hermitien sur D a droite( resp. a gauche) tel que e\e 2 = -1, 
W = Wi ®d W2 un espace symplectique sur F, muni de la forme Tr f </ f ((, )i ® r((, )2)). 

u^j la representation de Weil liee au caractere non trivial if/, U(Wj) (resp. GU(Wi)) le groupe unitaire (resp. le 
groupe unitaire de similitudes) de (W,, (, ),), A un groupe abelien fini fixe d'ordre n et 2|n, (n,/?) = 1 ; GU{W,) le 
revetement central de GU(Wi) par A defini a la sous-section 14, A le morphisme canonique de GU(W) dans F x , 
t/(W;) son noyau et A^(W,) son image. 

Notons T le groupe intermediate constitue des elements (g,h) de GUiWi) x GU(W2) tels que l(g)/l(/z) = 1 ; 
T — -> S p(W) le homomorphisme naturel et = atyff. 

Choisissons des decompositions de Witt W, = Wf ffi m,7/, avec Wf un espace anisotrope et //, le plan hyperbo- 
lique. 

12.1.1. Cas (1). Soient D = F\ e, = -1, e 2 = 1, t/(Wi) = Sp(W y ), U(W 2 ) = 0(W 2 ); GU(W X ) = GS p(W\), 
GU(W 2 ) = GO(W 2 ). 

Discutons suivant la dimension de la partie anisotrope de W 2 . 

(i) . dim F , W { 1 = 0,4, A f = F' x , GlTp Y (W l ) = GSp(Wi), (X) \w 2 ) = GO(W 2 ). Done n = c - ln<£ s p(Wl)xC0(W2) p^, 
est une representation de bigraphe forte. 

(ii) . dim F , W° = 1, Ap = F' x \ dYp + (Wi) := GSp Y (Wi) = (g e GSp(Wi)\X(g) e F' x2 }, g7) (W 2 ) = GO(W 2 ). 
Done n = c - lrv£l Sp ^ Wl ' x /ty est une representation de bigraphe forte. 

(iii) . dim F , W° = 2, W° = £"(/) ou E' est une extension quadratique F', f = 1 ou / e F'\ N E >/ F >(E' X ). 

Af = N E , /F ,(E X ), GS~p + (Wi) := GSp 1 (WO = (g e GSp(Wi)\Mg) e N E/F (E' X )}, Gl? (W 2 ) = GO(W 2 ). Done 
n - c - Ind5 Sp (Wi)xco(w 2 )~^ gst ung re p r g sentat j on de bigraphe forte. 

(iv) . dmv W° = 3, Ap = F' x , G5//(Wi) = GSp(Wi), GO F (W 2 ) = GO(W 2 ). Done tt = c - ln<£ s p{w,)xG0(W2) p^, 
est une representation de bigraphe forte. 
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12.1.2. Cas (2). Soit D — E' une extension quadratique de F'. 

(i) . Si dim £ - Wi et dim £ , W 2 sont paires. En ce cas, A F = F' x , Glf(Wd = GU(Wd, n = c - In<£ um)xGU(W2) p# 
est une representation de bigraphe forte. 

(ii) . Si dim £ - Wi, dim £ . W 2 sont impaires, A F = N E , /F ,(E' X ), Glf (Wi) = GU(Wi), n = c- Ind^ w)xG£/(W2) p<A est 
une representation de bigraphe forte. 

(iii) . Supposons que dim £ < W\ est paire et dim £ < W 2 est impaire. Alors Af = Ne'/f>(E x ), GU+(W\) : = GU (Wi) = 

(g e GU(Wi)\J(g) e Ne'/f'(E x )}. GU r (W 2 ) = G~U(W 2 ). Done n = c - \n£ v+{w ' )xGU{W2) p^ est une representation 
de bigraphe forte. 

12.1.3. Cas (3). Soient D l'unique corps de quaternions sur F', GU (Wi) = GU(Wi). Alors n — c - 
IncL ™' u py, est une representation de bigraphe forte. 

12.1.4. Cas (1)'. Soient D = F\ e x = -1, e 2 = 1, U(W X ) = Sp(Wi), U(W 2 ) = 0(W 2 ); GU(W\) = GSp(W\), 
GU(W 2 ) = GO(W 2 ). 

(i) '. Si dim/7/ W 2 est paire. 

Pour chaque une extension quadratique E' de F' , On definit : GSp (W\) — {g e GS p(W\)\A(g) e Ne>/f'(E x )}, 
GO E (W 2 ) = {h e GO(W 2 )|l(A) e N £7 ^(£ , ' x )}, et un autre sous-groupe intermediaire f E ' = {Q>,~h) E 

G5p £ '(Wi) x GO E (W 2 )\A(g)A(h) = 1} de F. Alors tt £ ' = c - ln<£ s / (w ' )xG0 (W2) p^lf£' est une representation de 
bigraphe forte. 

(ii) '. Si dim £ ' W 2 est impaire. 

Dans ce cas, on definit : GTp + (W{) =Jg e 6Yp(Wi)\A(g) e F' x \GO+(W 2 )_ = {h_e GO(W 2 )\A(h) e F' x2 }, 
et un autre sous-groupe intermediaire F+ = {(g,li) e GSp + (W\) x GO+(W 2 )\A(g)A(h) = 1} de f, alors 7r + = 

c - IncL p^|f + est une representation de bigraphe forte. 

12.1.5. Cas (2)'. Soit D - E' une extension quadratique de F' . Si on definit Gl/ E (Wi) = {g e Gf7(W,)|l(5) € 

N £7 ^(£' x )}, T E ' = {(g,h) e GU (Wi)\A(g)A(h) = 1}, alors n E ' = c - Ind^ (w,)xGU m) est aussi une 
representation de bigraphe forte. 

13. Appendice I. Des lemmes en representation locale 

En vue d' application, nous citons et montrons des resultats en representation locale. Soient G un groupe locale- 
ment compact totalement discontinu, H un sous-groupe ferme de G, Ac (resp. Ah) les fonctions unimodulaires de 
G (resp. H)[cf. [BZ], Page 10] ; (n, V) (resp. (p, W)) une representation lisse de G (resp. H), et (n, V) (resp. (<x, W)) 
la representation contragriente de (n, V) (resp. (<x, W)). 

Lemme 13.1. 

(c-Indgcr) v -Indg<rA G /A H . 
Demonstration. Ceci decoule de [[BZ], Page 23] □ 
Lemme 13.2. Supposons Aq/ Ah — I. Si (o~, W) est une representation lisse admissible de H, alors 

Indgo-^ (c-Ind£<x) v . 
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En particulier, si Ind^ o~ est admissible, alors (Ind H cr) v - c — Ind H <x. 

Demonstration. C est une consequence du lemme 13.1. □ 

Lemme 13.3. f /J Si H est un sous-groupe ouvert de G, alors Ah = Ac Iff. 

(ii) Si H est un sous-groupe distingue de G, et que G/H est abelien, alors Ah — Aq\h- 

Demonstration. (1) Par hypothese, on a une suite exacte 

1 — > S*(H \G) — > S*(G)^ S*(H) — > 1. 

Si /ic est une mesure duale de Haar a gauche de G, alors p H ^ c (pc) Vest aussi de H, d'ou le resultat. 

(2) Si p-H est une mesure duale de Haar a gauche de H, et que pc/H est une mesure duale de Haar de G/H. 

Rappelons qu'on a un homomorphisme 

S(G) — > S(G/H); 
/<-»?. 

oil f(gH) :- J H f(gh)p H (h). Comme ^g -1 supp(/)j n // et supp(f)H/H sont compacts, on voit que / est bien 
definie. On definit un element pc e S*{G) de la facon suivante : 

/*c(/) := I 7(g)dpc/H(D- 

JC/H 

Si on definit une application p(g ) : G — > G;g i— » gog, alors p G (p(g )f) = f c/H p(go)f(g)dp C /H(g) 
= f c/H f(g~Q l g)dpG/H(g) = l^c(f), i- e - est une mesure duale de Haar a gauche du groupe G. Si 6(g) : G — > 
G;g' i — > g'g -1 , alors par definition [cf. [BZ]], S(g)pc = A(g)pc- En particulier, pour ho e H, 6(liQ X )f{g) - 
f H f(ghho)dp H (h) = A H (h )f(g). II en resulte que (s(h )p c )(f) = Pc^ 1 )/) = f G/H 6(h^)f(g)dp G/H (D 
= J c/H ^H(ho)f(I)dpG/H(g) = A H (h )p G (f), d'ou le resultat. □ 

Lemme 13.4. Si tt\h est une representation lisse admissible du groupe H, alors (7i\h) v — %\h- 

Demonstration. Par hypothese, n est aussi une representation lisse admissible de G, et on a des homomorphismes 
canoniques 

%\h^(Ah) w ■■■(I) 

et 

n\H^{n\ H y •••(2). 
D'apres (1), on sait que tc\h est aussi une representation lisse admissible de H. 
D'apres (2), on a 

done on trouve le resultat. □ 
Theoreme 13.5 (BERNSTEIN, ZELEVINSKY). 

Hom G (c - lnd H p,n) = Hom^— p, (tt|#) v ). 

A// 

Demonstration. Ceci decoule de [[BZ], Pages 23-24, Proposition]. □ 
Proposition 13.6. Conservons les hypotheses dans le Lemme 13.3 et le Lemme 13.4. On a 

Hom c (c - Ind H p, n) - Hom H (p, n\ H ). 
Demonstration. Ceci est une consequence du Theoreme 13.5. □ 



34 



CHUN-HUI WANG 



Proposition 13.7. Si G\ est un sous-groupe de G tel que 

HDGi\Gi H\G 

est une bijection, alors 

Resg, (c - Indgp) - c - Ind£' nGi (Res£ nCi p). 

Demonstration. (0) Bijection=Homeomorphisme : <? est continue et bijective, il reste a verifier ce qui est fermee. 
Soit P un ensemble ferme de H n Gi \ Gi. On note P 1' image inverse de P dans G\ par Gi — > H\ nGj \ Gj. Ce 
qui resulte que // • P est un ensemble ferme de G, et (H\H ■ Pf = H\(H ■ P) c . Done e(P) = H\HP est aussi 
ferme dans H\G, d'ou le resultat. 

(1) Rappelons la definition : 

c-Ind£(W) = {/:G^ W| 

(a) f(hg) = p(ft)/(g) pour geGJieH, 

(b) il existe un sous-groupe ouvert compact K de G( dependant de f) tel que f(gk) = f(g) pour g € G, k € K, 

(c) il existe une partie compact Kf de G tel que supp(f) c HKf}. 

(2) Vectors Zfi -invariants (i). Soit K\ un sous-groupe ouvert compact de Gi et soit D. un systeme de representants 
des doubles classes H n G\\G\IK\. Posons K\ gj = // n Gi D gi/Tig^ 1 pourgi 6 Q. On sait que [cf. [Rena], Page 
83, lemme] 

(c - Ind^ c pf' ^ {/ : O — > W|/(g0 e W^ 1 *' pour tout g 1 eQetf ait un support fini }, 
oil i est la restriction des fonctions de c - Ind^ c W a O. 

(2) Vectors /Tj -invariants (ii). Maintenant, on considere (Res^ c - Ind^ Wj ' . Par hypothese, on a 

Hi\Gi/Ki*H\G/Ki. 

Reprenons £2 comme le systeme de representants des doubles classes H \ G/K\ et K\ s — H n gi/fig" 1 = (if n 
Gi) n gi^fig^ 1 pourgi € Q. On considere la restriction des fonctions de (c - Ind^ W) K> a Q. 

(a) Toute fonction / dans (c - Ind^ W) K> , verifie : 

f (hgiki) = p(h)f(gi) pour h€H,g i efl,fee^. 

II en resulte que la restriction de / a O determine bien /. 

(b) Soient gl e£l,he K lgi = H n gAg^ 1 , / e (c - Indg on a 

pW/(gi) = /(%i) = figigi'hgi) = /(gi), 

done /(gi) appartient a W K ' s i . 

(c) Nous affirmons que toute fonction / sur £2 de support fini a valeurs dans W verifiant f(g) e W Klg pour geQ, 
peut se relever en une fonction de (c - Ind^ W) K] . II reste a montrer que fee- Ind^ W. 

(i) D'abord, le compose des applications G\ — >G\/H\ G/// est continuet ouvert, done pour un sous-groupe 
ouvert compact C (resp. C\) de G (resp. Gi), et g e Gi, on a les egalites 

//gC = //gC (1) , 

et 

HgC^=HgCi. 

pour un voisinage ouvert compact C (1) (resp. C (0) ) de l'element lc, (resp. lc) dans G\ (resp. G). 
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(ii) Soit g € Q. Si HgK\ = HgE g pour un voisinage ouvert compact E g de F element lc dans G. On suppose 
que K\ c F n G\ pour un sous-groupe ouvert compact E de G. Comme HgE D HgE g , on suppose que 
Eg a E. On note 

Eq := r^nEg, 
qui est un ensemble compact de G. On a l'egalite 

£ \ E n = U gen (E \ E g ). 

Comme E\En est compact, il existe un ensemble {g (1) , • • • , g (n) ) dans G, tels que E\En- U" =1 F \ F g (o, d'ou 
un ensemble ouvert compact En = n" =1 F g <0. On suppose que En contient un sous-groupe ouvert compact Eq 
de G. 

Supposons que supp(/) n Q = {gi, ■ ■ ■ ,g n ). On prend un sous-groupe ouvert compact Fq de G tel que 

F o c Fo 

et 

Fond = F< 1) QKi. 

(iii) Par definition, /(g,) = v gj e W Klg > . On prend des sous-groupes ouverts compacts F-, de G tels que 

(2) v gl e W Fi *< 

ouF,,. = giF i gJ 1 nH, et 

F, c F . 

Supposons que 

//g,(F, n Gi) 2 ffg,L ( , 

pour des sous-groupes ouverts compacts L, de G satisfaisant a L, c F; pour 1 < i < n. 
On definit un sous-groupe ouvert compact de G de la facon suivante 

K = cT i=l Li. 

Done on a 

H gi K = H gi K™ c HgjLj c //g,(F nG,). 
On suppose que c F, n Gi. Si k e on a 

k = g^hgik 

pour hi e # n g^gr 1 = F, s ,, et € tf} 1 ' c F, n d c F n d. 
Done 

figik) = f{gig-%gild = fihtgih) = fOugi) 
= P(hi)f(gd = p(hi)v gi eg = e v gi =f(gi). 

(iv) On prend 

= <^k l eK 1 k l Kk\. 

Comme K\K c F, par la demonstration du point (c)(z'z), on voit que /To est un sous-groupe ouvert compact 
de Get K K X = K X K . 

D'abord, pourfei e K\, ko e Ko, on a = k'^ pour£ Q e Kq,^ e K\. On trouve 

= f(giKA) = f(gik' Q ) = /(g,-). 

SigeQ\{gi,-- - ,g„}, on a 

i/g/Ti c //g^ c //g^i £ HgE g = HgKy. 

Done, on a aussi 

= /(g) = f(gko) pour g € HgKi et fc e 
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Finalement, on a affirme 1' assertion ! 
(3) L'isomorphisme. On definit 

Resg, (c-lnd°W)^c-lnd% Gi W, 
f^f\ Gl - 

Si supp(/) c HK pour un ensemble compact K de G ; comme H\\G\ ^ H\G, on verifie que supp(/|c,) c H\K l 
pour un ensemble compact K de G\ . Done y est bien definie, et on voit asiement ce qui est aussi injective. 
D' autre part, par le point (2) ci-dessus, on a vu que, pour chaque sous-groupe ouvert compact K\ de G\, y induit 
une bijection entre ( Res^ (c - Ind^ Wj) Ki et (c - Ind^' nGi W) Ki , d'oii le resultat. □ 

14. Appendice II. Les representations admissibles des groupes des similitudes 

Dans cette sous-section, nous voulons discuter la condition admissible pour les representations des groupes de 
similitudes. 

On desigera par F un corps local non-archimedien de caracteristique reduelle impaire p, et A un groupe abelien 
d'ordre fini n, satisfaisant a 2\n, et (p, ri) = 1. 

D'abords, nous rappelons des lemmes de Moore en homologie et montrons quelque resultats en scindage. 
Pour le corps F x , on designe par O Fanneau d'entiers, ^3 Fideal maximal de O, U„ — {u e F x \u = 1 mod ^3"}, 
U = Uq, k F sons corps residuelle d'ordre q — p l avec p ± 2, UqIU\ - k x un groupe cyclique d'ordre q - 1. De 
plus, on peut prendre un sous-groupe de S de U tel que U - U\ x S [cf. [Mo], Page 20]. 

Lemme 14.1. On a l'isomorphisme naturel 

H 2 (F X ,A) * HornCS, A). 

Demonstration. Ceci decoule de [[Mo], Page 20]. D'abord, F x U XZ, par la suite spectrale de Leray, on obtient 

H 2 (F X ,A) =s H 2 (Z,A)®H\Z,H l (U,A))®H 2 (U,A). 

Le premier terme est zero et H l (Z, H\U, A)) s Hom(f/,A). Comme C/ - S x t/i, on a Hom(t/,A) a Hom(S,A). 
En utilisant la suite de spectrale de Leray encore une fois, on obtient 

H 2 (U,A) // 2 (S,A)e// 1 (S,// 1 (t/ 1 ,A))e// 2 (f/,,A). 

Comme S est cyclique, on a H 2 (S, A) = et H l (S, H l (U u A)) - Hom(S , Hom( U\,A)) = 0. De plus H 2 (U\,A) est 
un groupe de p-torsion et de n-torsion, done zero. Finalement, on trouve le resultat. □ 

Lemme 14.2. Pour le sous-groupe F xn de F x , V application H 2 (F X ,A) — > H 2 (F X ",A) est nulle. 
Demonstration. C'est une consequence du Lemme 14.1. □ 

Rappels : Soient D un corps, muni d'une involution t, F le corps commutatif forme des points fixes de t, W un 
espace vectoriel de dimension finie sur D, muni d'un produit e-hermitien (, )( ou e — +1). On designe par U(W) le 
groupe unitaire de (W, (, )) et par GU(W) le groupe de similitudes unitaire de (W, (, )). 
On a une suite exacte 

1 — » U(W) —> GU(W) A Gum — » 1. 
II en resulte qu'on a des longues suites exactes 

> H 2 (A CU (W),A) — » Z/ 2 (Gf/(W), A) A i/ 2 (f/(W), A) — » ■ • • 
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Prenons un element [c] de H 2 (GU(W), A). Associons [c]( resp. /i 2 ([c])) le groupe GU (W) (resp. U A (W)). On a le 
diagramme commutatif suivant 

1 — > A — > U A (W) — > U(W) — -> 1 

II _1 1 

1 — > A — > GT/(W) — > GU(W) — > 1 

Par le lemme du serpent, on obtient le diagramme commutatif : 

I 1 1 

1 — > A — > U A (W) — > U(W) — > 1 

II _1 1 

1 — > A — > GU A (W) — -> Gt/(W) — > 1 

1 — » 1 — » A cl/V) = Acf/ W ~^ 1 
1 1 1 

Lemme 14.3. Grace au monomorphisme F x <— » Gt/(W), on />eMf regarder F x comme un sous-groupe de GU(W), 
alors la suite exacte 

1 — > A — > Gf/ A (W) — > Gt/(W) — > 1 



es? scindee au-dessus de F xn . 

^ ^ 

Demonstration. OnnoteF x U (W) V image reciproque de F X U(W) dans GU (W). II suffit de montrerque chaque 

suite exacte 

1 — > A — > F*lV\wO — > F x t/(W) — > 1 

est scindee au-dessus deF x ". Comme F X U(W) - F x xPU(W), ou PU(W) = U(W) /{±1}. Par la suite spectralede 
Leray, on obtient 

# 2 (F x Pt/( W), A) H 2 (P[/( W), A) e H 1 (PU{ W), H 1 (F X ,A)) © H 2 (F X ,A) 

* H 2 (PU(W), A) © ( Hom(PU(W), Hom(F x , A)) © Hom(5 , A)), 

oil S est le sous-groupe de F x defini en Lemme 14.1. Done 1' application H 2 (F X U(W),A) — > // 2 (F X ",A) est 
nulle. □ 

Lemme 14.4. D'apres le Lemme 14.3 ci-dessus, considerons F xn comme un sous-groupe de GU (W), alors F xn 
commute a U A ( W). 

Demonstration. Par la suite spectrale de Leray ci-dessus, on a vu que la restriction du cocycle de [c] a F x " xPU{W) 
est triviale, ceci implique le resultat. □ 

Theoreme 14.5. Soientn e Irr(Gt/ A (W)), cr e ln(U A (W)). Alors n, cr sont admissibles. 

Demonstration. Ceci decoule de [[Bl], Page 17, et Pages 25-32] □ 
Theoreme 14.6. Sin e ln(GU(W)), alorsH^^ est admissible. 

Demonstration. D'abord n est admissible. Par la theorie de nombre[cf. [N], Page 142, Corollary], F x /F x2n est un 
groupe abelien d'ordre fini. Comme GU (W)/F xn U A (W) - F x /F x2n , on sait que 7f| FX „jj A(wr) est admissible, d'ou 
le resultat. □ 
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